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ELEMENTOS 

DE GEOMETÍÍA* 



t Todo lo que se presenta á ñuestroáí 
mentidos ocupa^aigim espacio ^ y es á uñ mis-» 
mo tiempo largo ^ anchp y grti^o. Estos tres 
géneros^ de estemion > longitud , latitud y 
prqfundidad son el ohgeto" d« IsiGeómetría^ 
^ue.los: considera cada u¿o de poí sí para 
averiguar mejoff sus propiedades. Mide po^ 
eg. lo largo de un camino síni atender á< su 
ancho 9 y la anchura de un rio siuvcalctílá-é 

su profundidád.Xkmarémos pue» >V'^<^^^^ ^ 
cuerpo lo que abraza anchura , longitud y 

grueso como una pared. Pero'si- coiísidera--, 
mos en lajiared, sü 'lancho y largo;^ -es decir, 
su cara ó exterior sin atender á s|a('<grueso, 
nos habremos .forxnéido:4dea át la, ^supwfide ó 
latitud; y si mirarac»« solamente; á s& largó 
sia hacer caso^deloaUjCho, tendjremos la idea 
de la ¡inea^ Esta la f oü^isideran ^ los * Geómetras 
compuesta: de partes infinitamente pequeñas 
que ll^matt. puntas , y que son sus" elemen- 
tos :.:hi>supec6cie -se la figuran cómo un tegi- 
do dé iaSnidad. de liuqas, y el sólida coma un 
Tomo IL A 
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paquete de ¡rtfiaidad de ^tipéfñcíes t de suer- 
te que los estreitios de tiná linea ^ s^efáñ pun^ 
tos , los de U supei*ficie lineas > y los del soli-» 
do superficies» 

t)e las Lineas y del Circuló. 

1 Sí se concibe que el punto A (figr* i?) 
se mueve ¿cía B sin mudar de dirección ó {)or 
el camino mas derecho j dejando rastro tras 
sí , formará la linea recta AB , que será ^ la 
Illas breve- distancia entre los dos puntos A y. 
B: la únjca.que se puede tirar entre ellos j y^ 
de consiguiente la verdadera medida, de la 
distancia qtie hay entibe los dos. 

3 Por serla linea recta la maS'<:orta y 
U única que se puede tiíar entíe dos puntos A 
y B y quedará determinada la situación ó po-^ 
^cion de uña, recta en. señalando dos pantos, 
por doride. debtg pasar : y asi dos lineas rec- 
tas quálesquiera AS j < AB xto pueden tener 
dos puntos coiíiunes , o no se pueden cortar 
sino en un solo püüto A ; porque ningña 
otro esitá en la direccíoa de las dos. - 

4 . Sí el punto A qzte .t'ra26 la recta AB, 
' hubiera i::átnij3adó acia Apor otro camino dip* 
ferente del recto, esto es:^^^ mudando á*cada 
paso.de dirección, hubiera descrito una linea 
curva , qual es AOB ó Api> : y como se 
puede ir desde A á B por infinitos caminos, 
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habrá una infinidad de lineas curvas $ siendo 
asi que es útíica la especie de las rectas. / 

5 Parar tirar lineas rectas en el papel 
sirve la regla 9 pluma y lapicero , instrumen- 
tos vulgares y conocidos de todos : que saben 
que la regla ha de estar perfectamente dere^ 
cha , y ha de tener eii uno de sus lados un 
chaflán ó rebajo para que quando se tiren las 
lineas con pluma y tinta y no se manche el 
papel. . 

6 Para trazar lineas en el terreno hay 
que prevenir piquetes de todos tamaños , ó 
palos labrados con su punta que clave en el 
suelo , 'V hetididos en el otro estremo para 
aplicarles en él un papel ó cartón que los 
haga distinguir de lejos ; los quales se llaman 
jalones. 

En un terreno llano se puede trazar una 
linea recta , si no ha de ser muy larga; atan- 
do los dos estremos de un bramante dado de 
greda algo estirado , á dos piquetes A , B 
(fig. 2?) puestos en los dos estremos de la li- 
ne^ : se tira del bramante ác!a arriba , y de- 
jándole caer con ímpetu contra el suelo , de- 
jará impresa en éi la recta qtte se pide. ^ 

Si há de ser muy larga, se fija en uno de 
sus estremos B (figt 3?) un jalón A que que- 
dará derecho sobre el suelo, si sigue la direc- 
ción de un hilo con un plomo , y otro M en 
D : después se ponen otros dos T , N &c. ior 

A 2 
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termedlos.^ pero de suerte que mirando deiídfe 
A el jalón M?, se confunda con ;él,.y segura- 
mente estarán A y M en una misma linea 
BD ^ y lo mismo qualesqutera otros T > N> 
&c. \ interniedios • qua se coloquen del ínis- 
mo modo. Guando la lilnea es demasiado lar-*- 
ga , se divide la operación en dos *> tres ó mas 
estaciones : v si median cuestas ó barrancos 
se alinean los piquetes según exijan las cir* 
cunstancias del terreno y aconseje la prácti-^ 
ica, y el exercicio. 

^ 7 En la práctica de medir una litieá 
qualquiera , que consiste en averiguar las Ve- 
ces que eii ella cabe otra linea ^conocida que 
se toma por la unidad , «como una linea de 
iin pie ^ de una vara | no puede haber dííx* 
cuitad : y asi solo advertiremos que los Prác- 
ticds ^x¡L, lugar de sogas de cáñamo , espar- 
-fb &c. que padecen variacioiaes con el tem- 
pot^al , usan de una cadena de alambre grueso 
ó de hierro, cuyos eslabones suelen ser de 
un pie.óde una varaxada uno. 
. 8 La principal medida que rige en* Cas-, 
tilla , es la Vara que llaman de Burgos , se- 
ñalada por Felipe II en su Pragmática del ano 
de r ^68 , y compuesta de tres pies, cada pie 
dé doce pulgadas , cada una de doce lineas 
&c. También se usa del Estadal , que se com* 
pone de diez pies castellanos. Por lo que hace 
al taniañd de la vara de Aragón , Valencia, 
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y ta media Cana de Cataluña , 9 5 palmos; 
de los quatro ea que se divide la vara de Cas^ 
tilla, equivalen á 102 Aragoneses , á 88 pal- 
mos KTaiencianos y á 100 Catuanes.' 

9 La medida mas general y y á que* sue-^ 
leu reducirse Jas demás , es el Bie (1$ Rey^- 
sesta parte de la Toesa^ medida francesa. Di. 
eho píe también se 4ivide en 12 pulgadas,- 
cada pulgada en 1 2 lineas &c. í'ara reducir 
áesta medida la de los diferentes '|)ies de las 
demás Provincias de Europa han considera-i 
do los Geómetras dividida en diez partes 
iguales la linea que es j^ de pie :y de ia$ 
1440 parres que por esta cuenta tiene el 
pie de Rey , han encontra;do que tiene el 
fue de..«.^ 

Castilla.. 1 234II Venecfa.. 1 540 ISuecía... 1 3 20 

Roma.... 1320 IRhin ; 391^^(3' Dinamarca '4^3f 

Londres,! 3 50 iBolQUÍa..i682 llConstantinopla.jiZQ 

Por medio de esta tabla se reducirán con una 
simple regla de tres los pies de una Nación 
á los de o^ra qualquiera ;'pero quando haya 
que reducán á 'pies castellanos los franceses, 
será mejor usar de lá razón sencilla Se 6 : 7 
. que tiene ei castellano al francés con poc^' 
diferencia. 

ro Délas lineas curvas solo hablaremos 
por ahora de la circunferencia del circulo. Así se 
Uama la linea curva cerrada ADCE (fig. -4*) 
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que traza el ^stremo A de un^ linea AO fija 
eií O, dando una vuelta entera al rededor de 
dicho punto O que se llama, centro. Al espa- 
cio encerrado por dicha curva llamamos cír^ 
Culo : á las rectas AO , ÓD , OE tiradas del 
centro á lacifcunfei^enpia radios ; y diame-^. 
tro á qualquierá AC que pasando por el cen- 
tro se termina por a^mbas partes, eu la circun*. 
ferencia. 

1 1 Como cada ra4iQ es igu^l á la Unea 
AO que traza la curva , serán tpdps los ra- 
dios iguales, y iodos lo^ puntos de la circun- 
ferencia distará^ igualmente del centro. Los 
diámetros tambter^ son todos iguales ; pues 
se componen dedos radios. 

12 Qualquierá porción TCP de circun- 
ferencia se llama arco, y cuerda, ó subtensa de 
dicho arco la recta TP tirada por sus dos es- 
tremos T , P. Fien se ye que los arcos igua- 
les tienen cuerdas iguales AE, AD en un 
mistno ó en iguales círculps ; y si las cuerdas 
son ¡guales lo serán también los arcos : pues 
si doblando el círculo por ^C se sobrepone el 
arco y cuerda ARE á AQD ; caeri el punto 
E sobre D , y todos IpS pun,tos del arco ARE 
sobre los de AQD, , como que todos distan 
igualmente del ' centro : luego se ajustarán 
perfectamente tos dos , y de consiguiente se- 
rán iguales. Por lo mismo , las mayores cuer- 
das subtenden mayores arcos ^ y al contrario.. 
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L^ circunferencias que tienen un mismo 
centró , ó se confundirán si lo« radios son 
iguales , ó no se tocarán si son desiguales: 
de consiguiente si dos. circunferencias segortan, 
señal que no tienen un mismo centro, 

13 La mayor cuerda de un círculo es 
el diámetro ; EJD por eg. es mayor que qual- 
qulera otra TP j pues los dos radios TO, PO 
tirados á sus dos estremos equivalen al diá«^ 
metru ^ y dicbos radios juntos son mayores 
que TP (2), ^ 

14 IJn círculo qualquiera ADCE se tra-^ 
za en el papel con el comp4s , instrumento 
bien conocido , abriéndole de suerte que sus 
dos puntas caigan en O y A , y haciendo dar 
una vuelta entera á la punta A al rededor de 
la punta Q que ba de estar fija. 

De los ángulos y su medida. 

15 Si consideramos ahora que ala rec^ 
ta BE puesta sobre BA ( íig. 5?) , se la hace 
andar el espacio ©A con uno de sus puntos O, 
teniendo el otro fijo en B ,, se habrá formado 
el ángulo OBA que es el espacio AO cow- 
frfendido ^tre dos lineas BE \ BA que co^i^ 
curren etk un punto B. Dichas lineas se lla- 
man lados del ángulo , y el punto B su ^;<?Víif- 
ce. Ea adelante nombraréhaos' xin ángulo 6 
con soia la letra B del vértice, ó con las trea 
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lEBA , & ABE 5 poaieaao en medio dicha le- 
tra B- El ángulo EHA se llama rectilineoy 
MNO (fig. 6?) curviliner^ y RSH mistilinea 
por la clas¿*de lineas que los forman. ^ 

; 6 De la formación del ángulo se colige 
que el espacio que enoierra , se debe medir 
por un arco de círculo descrito desde el yér-» 
tice como centro con qualquier intervalo; pues 
aunque sea menor el arco descrito á la dis- 
tancia D^ que á D (fig. 5?); siempre será una 
misma la medida del ángulo CfiD ; pues el 
arco jyO es la 4? piarte de su círculo como 
lo es DC : de consiguiente el ángulo es Siem- 
pre el mismo que se acorten o que se alar-» 
guen sus ladds. 

17 Para medir los áreos del círculo le 
han considerado los Geómetras dividido ^-en 
5 60 parte§ iguales con el nombre de gradosi 
cada uno de estos en 60 minutos y cada minu- 
to en 60 segundosy cada segundo en 60 tercC'^ 
rox &c. Estas partes que son grandes ó peque-^ 
ñas j según que el círculo lo es , se indican 
con las señales ® , /^ ^fi ^tjt g^^ ¿^ suerte que 

7.° 8^, 36^'', ^''' , quiere decir sxett grados^ 
qcho minutas , treinta y seis segundos y nue^ 
ve terceros. 

Llamaremos reíf o el ángulo que tiene por 
medida.9D* ó la 4? parte de la circunferencia 
como DBC , ABD , medidos por los arcos 
PC, DA ; agud.o ^1 ángulo ABE cuya medi-* 
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C da que es el arco OA, es menor que (Jo^ ; y 
' obtuso aquel como CP»E , al que mide uní 
arco CDO mayor que 90*^. 

1 8 Si una línea qualquiera EB cae sobre 
otra AC , forma siempre con ella dos ángulos 
4BE , EBC que juntos valen 1 80° , ó di>s an- 
gulos rectos ; pues su medida será siempre la 
mirad de la circunferencia (16). Alargando 
EB , la RB que cae sobre AC,, forma también 
en B dos ángulos ABR , RBC que valen jun- 
tos otros 180^. 

19 Luego I? todos Ite ángulos que se 
forman en un punto B qualquiera, valen 
360^ : 2? el diámetro AC divide al círculo 
eu dos partes iguales. 39 Para dividir un 
ángulo en qualquier numero de partes ¡guales; 
basta dividir el arco que le mide, en otrr^s 
tantas partes iguales, y tirar líneas desde el vér- 
tice á todos los puntos de división. 4? Para 
iñedir el ángulo APD ( fig. 7^ ) que forman 
dos paredes AO,OD; se alargará con una. 
regla la base AP,y midiendo el ángulo DPC, 
será lo que le falta para i8o^ la medida del 
APD que se desea. 

20 Lo que falta ó sobra á un ángulo ó 
larco para componer 90^, se llama su comple-^ 
mentó: el del ángulo ABE (fig. 5.a ) es el án- 
gulo EBD : y el de EBC es-EBD : y asi el 
complemento de un ángulo agudo es positi- 
vo y ^1 del áagulo recto es nulo , y el del 
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obtuso es negativo, 

2 1 SuplenientQ 4e un áagulo ^s lo que 
le fnlta ó sobra para coniponer i8o® .• el án- 
gulo ABE por eg. es supíetiíentp de EBC y 
al contrarior Oe consiguiente el áagulo agu- 
do tiene un pbtusp por supjemeato j ^l r^cto 
otro rec):o , y el obtuso u^i ^gudo, 

2Z Supuesto que los ángulos iguales de^- 
ben tener suplementos y complementos igua- 
les ; y que deben ser igualas los ángulos qu(; 
tengan unos misrnps complemeatos y supíie- 
mentos.; colegiremos que si' se. QQXti^n como 
quiera j das lineas El?, 4C , serán igUc^les los 
ángulos ABE , R^C opuestos al vértice qve 
llamaremos .por- eso verticales ; pues ti§n¿a 
ambos ui^ inis^no suplemento , que es el án- 
gulo EBC : 1q misnfio se debe entender de los 
ángulos EBC , ABR j^^uyo suplemento qq-. 
rnun es el ángulo AB^. 

23 Si dado el ángulo OCD (fig, §.a ) ;e 
pidiese formar otro igual en un punto B de la 
recta AB ; se trazará desde C coa qualquier 
abertura de compás el arcoOD, con la mjs- 
ma abertura se trazará desde el punto dado 
B el 4ircQ iridefinido AR ; se tomará después 
con el compás la distancia OD , que se tras- 
ladará de, A á X j y tirando por B y T la li- 
nea BT , se habrá formado el ángulo TBA 
iguala pCD : pues que los arcos AT , DO 
que los miden , se han hechq iguales. 
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\^ Con el instrumento MHDT (fig-O^) 
que es un. semicírculo de alaton ó cuerno di- 
vidido en sus 1 80° con, sus suplernénrps de- 
bajop^f a poderlo^ contar por la derecha y por 
ia iz(juif rda ; se puede formar en el papel un 
ángulo qualquiera de 30^ por eg. en el pun- 
to B de una recta RC, aplicando et radio 
BT del instrum^nfpt sobre BC y de manera 
que cpincida áq cebtro con el punto B , y ti- 
mando, d^pues por estevpunto y elnúm?3o° 
que se pide , la recta AB j pues el ángulo ABC ^ 
que resulta , es de 3 o9 

Asimismo, para medir con dicho instru- 
mento un ángulo, qualquiera ABC ; puesto 
su centro, en el vértice B del ángulo , y el 
radio ^T ^bre uno de sus lados: el arco DT 
que ÍQt^irceptén sus lados , alarga4os si es 
menester, mostrar^el número de grados de 
que consta el ¿ingulo ABC. 

25 Un semicírculo (fig. i o*) de alaton 
de 7 á 15 pulgadas de diámetro dividido en 
1 80° y en medios , quartos &c. de grado á 
proporción de su Itnagnitud , sirye para me- 
dir y formar ángulos en el terreno. A este 
fin se cQloca sobre un pie , y por m^edio de 
dos tornillos se le pone derecho , inclinado 
ó en qualquier otra situación que requiera 
la dirección de las miras á los obgetos que 
forman los ángulos. 

26 Para dirigir á estos las lineas visuales 
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hay ixnzregla 6 alidadaCD movible al redod(>r 
del centro que tiene ^n medio una liacía cen- 
tral con una flor de lis en .su estremo , que 
señala los grados. Al Jada 4e ella hay doce > 
divistoaes , cada una de las quales -equivale 
por lo coíamí á |:| de grado ó á 55^, para 
sacar el valor del ángulo coa mas= exáotitudy 
quando lít lincja central no señala en el ins-t 
truniento numero fijo de. grados En los es-r 
trcmos de 1^ alidada hay también dos pínu^ 
las m , n clavadas y. hendidas muy perpen- 
dicularmente , lo mismo que Jas que tiene el 
diámetro inmóvil AB en los puntas b°, 180®. 
Quando los obgetos estanca mas distancia que, 
de ocho á nueve mil varas , se usa de un an^r 
teojo que con otro colocado- en el diámetro 
inmóvil , descubre coalas claridad ios obge- 
ros. Mas adelante hablaremos del modo de 
hacer usio de este instrüi^jento. 

Lineas perpendiculares y oblicuas^ 

2y Si una recta AS (fig. 11?) cae cor-^ 
t^ndo ia BD sin inclinarse aun lado ^liáotro, 
óf formando los ángulos ACB , ACD igua- 
la* , que serán rectos ( 17 y 18 ) , se llama' 
perpendicular á ella. Qualquiera otra DS que 
C'Orte la BD mclinaadose.mas uh lado que á 
otro , se llama oblicua, 

:í§ Luego lí'laBD que no se inclina á 
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A ni á S «era también perpendicular á AS, 
a9 Si^quai^squiera cios puntos A, Sde una 
linea AS están á igual distancia de otros dos 
B, D de la BD : todos los puntos de la AS, 
distarán igualmente de B y D ;'pues les pun- 
tos, de una liíiea tienen todos la posición 
que dos. de ello^ (3) : de consiguiente la AS 
no se inclinará á B ni á D, y le será perpen- 
dicuUr» Y como C ha de distar igualmente 
de B y D. ^ dividirá también AS á la BD por 
medio. 

29 3.0 Con un solo punto A que tenga 
la per|>endicular AS á igual distancia- de los 
dos B j D de la BD sotwe que cae , los de- 
berá tener todos y dividirla por media én C: 
pues si algún punto R por eg. no distara Id 
mismo de D y B^ se iaclinaria por esta par- 
te á un lado mas qué á otro , contra el -su*- 
puesto de ser perpendicular. 

30 4.0 De todas las rectais AB , AE, 
AC, AO &c. (fig. 12-^ ) que se pueden tirar 
de un punto A sobr^ otra BD , la perpendi- 
cular AC ¿5 mas corta que qualquiera otruy 
AB por eg. Pues tiaciendo CSirrAC , y ti- 
rando BS ; se' tiene la AS menor que las dos 
AB-4— BS, y de consiguiente la mir^d 'AC de 
AS mas corta que AB:^ mitad de A3-H— BS. 
Lo mismo se probará de otra qualquiera. De- 
cimos que AB es la mitad de 'AB—hjrBS ó 
que. ABrrzBS ; porque estando el guato C de 
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la perpefndiculaf CB á igual distancia de A 
y de S , lo estará también sú punto' B (29), 
^j AB=:BS. ' 

3 1 Las líneas más oblicuas ó que distan 
mas de C , son las mas largas *; y asi AB es 
maypr que AE ; pues siendo AB-^hk^BS ma- 
yor qué AE^-H-ES ,,será la mitad AB de l^s 
primeras mayor qué la mitad AÉ dé las otras. 
De consiguiente serán iguales las AE, AO, , 
tiradas a E ^ O puntos igualmente dictantes 
de C* 

325? La perpendicular rmde la distancia 
que hay de un. punto á una recta \ ó de una 
recta á otra ^ pues es el camino más ébfto. 

33 6? Desde un punto A no se puede ti^ 
rar ,ma$ perpendicular sobré BD que la AC; 
pues está sola es la más corta- que se puede 
tirar desde A sobre BD (30)* Ni tampoco des- 
de C se puede levantar á BD mas perpendicu-- 
lar que CA: pues otra qualqu ¡era se inclina- 
rá á un lado mas que á otro. 

34 Para levantar una perpendicular en el 
punto C de la linea BD ( fig. i i.a ) ; se toma- 
rán dos puntos £ , O á igual distancia de Q 
y haciendo de ellos centro , se trazarán con 
el compás con una abertura mayor que EQ 
dos arcos que se corten en ua punto qualquie- 
ra A ; se tirará por A 5 C la AC , y esta será 
ia perpendicular (28) : pues tiene dos puntos 
A ^ C á igual distancia de los dos £ , O. 
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3 5 Desde un punto A se bajará una per^ 
pendiculat sobre BD ; trazarido desde A coa 
el compás un arco quálquiera EOqué córtela 
BD en dos puntos E , O j y die^sáe éstos los 
dos arcos que sé Cdrteii eA S : tírese después 
AS j y será la perpendicular (28) i pues tr^ne 
también A y S á igual distancia de E' y O. 

36 De ló que se infiere qué si sé pidiese 
dividit púr medió una recta BD; se trazarán 
haciendo céutíros eti B y D ^ dos arcos qué se 
cortefi eu A y S ^ y la AS tirada pof A y S, 
dividirá pot medid la BD í pues distando 
igualmente A y S de B y D> todos los dema« 
puntos de AS conio C ^ distaráii igualmente 
de Ry D (18) , y será BGnrCD ; luego &c. 

37 El ¡nstruttiento ABC (flg. 13.a ) de 
alaton con una charnela eñ B para que cefra-^ 

. do quepa en el Estuche matemático , se Háina 
Escuadra ^ y sirve para tifar perpendiculares 
en el papel 5 porque sus dos lado* AB ,. BC 
forman un ángulo recto ABC- El mismo uso 
tiene la escuadra H de una madera dura y lisa. 
38' Para tirar en el -terreno una perpen- 
dicular á la linea AE(ñg. 14.^) desde un 
punto C ; se fijará en este punto el medio de 
una cuerda , cuyos estreñios se han de atar 
bien tirantes en dos puntos A , B de AB ; se 
dividirá la AR por medio en D , y l,i CD 
será la perpendicular (28); por tener C y D 
á igua^ distancia de A y B. / 
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Se levantatá desdi? D una perpendlciilaf 
á AB ; tomando ADnJBD, atando en A y B 
ios estj:iemo5 de una cnerda , por cuya mitad 
C y el punto D se tirará lá GD , que será la 
perpendicular por lo que acabamos de decir« 
.59 Para esta operación ^s muy cómodo 
y copiun el valerse del Cartabón ó Escuadra 
de Agrimensor (fig. A) que es un círculo bas- 
tante grueso de alaton ó madera de cinco á 
siete pulgadas de diámetro cortado á ángu^ 
ios récto$ por dos diámetros de igual grueso, 
en cuya mitad hay do^ lineas que dividen el 
circulo en quatro partes iguales , coa pínulas 
hendidas en sus estreñios ^semejantes á lasdei^ 
Grafómetro , lo mismo que el pie sobre que 
se coloca. . ' 

« 

Para levantar isn jsL punta C (fig. B) una 
perpendicular á la linea AB ; colocado el 
cartabón en C , se alineará con la recta 
MNÓP en que rematan los jalones clavados 
en la AB ^ 1^ visual dirigida por las pínulas 
/ , j ; se ^ará después .colocar un jalón R de 
inau^ra que se alinep con las otras pínulas ó, 
Y : iirigase lo mjsin9 con otro Q puesto á áás 
o ; i c:> estadales de R, y si parece algún otro 
i: :a> 4 y >erá la linea. CH la perpendicular 
4)10 se biLsca. C^si^ del mismo modo se baja 
uí V .xrueiidjcuiar ^^erreno desde un punto 
'l' , cMjdo-^iiccicandxi el instrumento hast^ 
<f'iv ,í I..'; l.i Miica Ti) con la visual que' se 
C ■ ,c i^'i Í.-.JI piuuias (j y t. 
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40 Llamaremos paralelas aquellas lineas 
AB , CD , E? ( fig, 15.), cuyos puntos cor- 
respondientes distan todos igualmente Iqs 
unos de los otros: de consiguiente-serán igua 
les todas las perpendiculares HO , MN , que 
se tiren entre ellas , que miden dicha distan^ 
cía (3 2) ¿ y como ninguna de las paralelas 
puede indinarse acia las otras , aunque se 
alarguen infínitameate nunca podrán jun-« 
tarse. _- 

41 De aqui se infiere i? que si dos li- 
neas AB , EP'son paralelas á otra CD, serán 
paralelas ei^tre $í ; pues siendo por la suposi- 
ción HÓrzíMN ^ y OR=:NS , será HO-4- 
OR=MN-K-NS y &c. 

42 Lo 2? que si sé toman dos puntos H, 
M á igual distancia de la recta CD , y se tira 
por ellos la AB ; será paralela á CD. 

43 Lo 3? que si de des paralelas EC, PD 
(fig. 1 6.) la una EC es perpendicular á AD, 
tamíbienlo deberá ser la PD ,que por no es- 
tar inclinada á su paralela EC , ha de tener 
la misma inclinación con la AD. Y al eontra- 
jio 5 si lina recta AD es perpendicular a EC, 
lo será también á su paralela PD (27 y 40)* 
Últimamente , si las EC , PD son perpendi- 
culareis á AD , serán paralelas ; pues^ cayen- 
do ambas sobre AD, sin^ inclinarse a un lado 
ni á otro , no estarán inclinadas la una á la 
otra ; luego serán paralelas. 

Tomo II: B 
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44 Cotilo las lineas paralelas ÁB , CÚ 
(fig. 17) tienen igualmeate distantes sus pun- 
tos correspondientes, no estarán ¡nGlinadás ia 
una á la otra ; y de consiguiente tendrán iam- 
bas una misma irlclinacion coti otra linea 
quaíquiera SR que las corte, qué se llama 
secante t y como esta inclinación forma, á lá 
derecha de la secante los ángulos o y t por 
cima ^ X y n por bajó de las paralelas; yá lá 
izquierda de dicha secante los ángulos p y z^ 
jp y w ; tendremos quetjuando una recta SR 
cortados ó nisis parj^lelas i? forma iguales 
los ángulos oyt^xyn-jpyzj e y w , los 
quales se llaman correspondientes. 

45 Lo 2? También son iguales los ángulos 
altemos tye^xyz^py n,myo; por- 
que siendo o y í , iguales , y ozzze (22) , será 
también tzme , y lo misitio se prueba dé los 
démas,, que se llaman íi/f^rnoj por formarse 
alternativamente , uno por cima y otro ppr 
bajo dé lá secante : e , í ; ir, z son alternos 
internos porqué están entre las paralelas; nyp; 
o , m , estemos por estar fuei'a. 

46 Lo 3? Los ángulos internos í , -r , de 
un mjsmó lado de la secante son suplemento 
el uno del otro ; porque siendo ez:z.t (45) , y 
e suplemento de x(i8) ; lo será tatnbien t: 
también e es suplemento de z. 

47 Al contrario , siempre quf una recta 
RS corta á otras dos AB , CD firmando los 
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ángulos correspondientes iguales , serán dichas 
lineas paralelas : porque ¡siendo igual su in- 
clinación con la SR , no estarán inclinada la 
una á la otra. También serán paralelas AB, 
CD si resultan iguales los ^^ ángulos alternos: 
porquesi eizzí , siendo e~o (22) , será tam- 
bién tzzzo , es decir , iguales los ángulos cor- 
respondientes , y las lineas paralelas. Taní-* 
bien lo son quandó t es suplemento de at; pues 
siéndolo igualmente e (18) , se tendrá tz=zey 
y tzzzo : luego &c, • 

4:8 De aqui inferiremos i9 que si dos 
ángulos MNAj, CDE (fig.18) tienen sus lacjos 
AN , ED ; MN, y CD paralelos, serán igua- 
les : porque alargando uno de los lados AN 
hasta B , se tiene ANMzii:ABG=:EDC (44). 

49 ^ ^ Q^^ ^^ ^^ P^^ ^irar una paralela 
a la recta CD ( fig. 17) por un punta qual-- 
quiera p ; tirada por p qualquiera recta RS, 
se traza desde n con qualquíer intervalo hp 
el arco pq , y desde p con el mismo intervalo 
el arco indefinido rh : se toma después la dis- 
tancia ^9^ y trasladada de r á A , sie tirará 
porp y Ala AB que será la paralela que se 
busca ; por haberse hecho iguales los ángulos 
correspondientes pnq , rph (23). 

3? Si se pidiese levantar una perpendi- 
cular en el estremo D (fig. 1 6) de uqa recta 
AD que no se puede ítlargar ; se levantaría 
en qualquiera de sus puntos la perpendicular. 

B 2 
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CE , y tirando como acabamos de decir , poí 
el puato D una paralela á.C£ > scr^g^ perpen^ 
diculac (43). 

50 Goa el instrumento (%.C) cofnpucs-* 
to de doií reglas unidas coa dos hoja» tedas 
de laton^ y paralelas, que se estrechan yapar-=» 
tan á arbitrio ; se tiran quantas paralelas se 
quieran en el papel t y para que no se man- 
che con tinta 9 tieáe un chalina una de las 
reglas. 

En el terreno se tira utia paralela á la 
recta AB por el punto C (fig. D,) ; levantan-* 
do en A ^ JB dos perpendiculares iguales AB^ 
SD; y tirando por C y D }a CD que será 
{paralela á AB (42 )^ 

Por esta operación se continiKí una linea 
AC ( fig. E) mas allá de un obstáculo : pues 
si se levantan en A y 'C las dos perpendipula-*- 
res iguales AE , CF , y tirando por E y F la 
EFH paralela á A , se bajan por dos de sus 
puntos G , H 5 las GD , HB iguales y per-: 
pendicul^res á EH ^ será DB continuación de 
Av_/. / ~ ' 

De (as Líneas y de los Ángulos en el circulo. 
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5 1 Una recta GT (fig* 1 9) tirada perpeih- 
dicularmente desde el centro de un círculo a 
juna cuerda DS , la divide por medio lo mismo 
que á su arco DTS : porque estando el puntó 
C de dicha perpeiidicular ¿ igual distancia de 
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Iqsí áots D y S j^ la esUráa tada> los dema^ 
¿e.CT (ij) ; luego P y T distarán ¡gualmenT- 
te de D y S ^y será de consiguiente i}P=PS^ 
yDTzzrTS, 

52 Al contraria, si I4 CT divide por 
rncdioenP U cuerda DS , tendrá dos pun- 
tos C y P á igual distqnpia de D y S > y de 
consiguiente será perpendicular á DS: lo mis- 
ino sucede quaiido CT divide por pedio ¿^1 
arco DTS, 

5 3 Luego 1 9 los arcos ZD y QS de u ^ 
mismo cípculb comprendidos entre paralelas, 
son iguales : pues dividiendo CT por mcr- 
clio' á- Iqs arcos\ ZDTSQ , y DTS , si d^ 
^DT=:TSQ>^U ¡tamos HTz:;zTS , quedará 
ZD=:QS, 

54 2? Se podrá dividir un .arco qualqule^ 
ra ZTQ en dos partes iguales con la per^- 
pendicular bajada desde el centró sobre su 
cuerda ZQ ; y la perpendicular CH bajada 
' $obre TQ dividirá su mitad fSQ ^n ptr^s 
dos. De suerte que toda la circunferenqia dp 
un círculo podrá dividirse en qu^tro^ partes 
iguales > tirando en ella dos. diámetros per- 
pendiculares ED , AC ( fig. 4. ) > y si cadíi 
uno de los arcos iguales iVQD , DPC &c. ^e 
divide por media, resultarán ocUq arcos igua-- 
les i y se habrá partido la cltcunferencia. tfK 
|6 , 3^9 64 &c. partes iguales dividiendo sx\^' 
ÍVicesivameate por medio d^ictios ^rcos. 
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55 S^ Si dados tres puntos M ^ N y O 
(fig. 19) se pidiese trazar un círculo por ellosy 
6 encontrar un punto C igualmente distante 
de los tres ; se tirarán las cuerdas MQ, NO, 
y divididas por medio con las perpendicula- 
res RC , LC ; el punto C donde estas con- 
curren , es el centro del círculo que pasará 
jpor M , N,0 : pues debiendo dichas perpen- 
diculares pasar ambas por él (52) ^ no pue- 
de ser otro que C , único punto que tienen 
común. 

56 La operación es la misma quandó se 
da el arco MNO y se pide su círculo ó su 
centro : pero es esencial que los tres puntos 
no estén en linea recta ; pues si se diesen los 
puntos A , C , D (ng. 16), las perpendicula- 
res EC , PD debiendo ser paralelas .(43) , no 
podrían encontrarse. 

57 De donde se inferirá que una recta 
no puede cortar á un círculo en tres puntos: 

'como también , que dados tres puntos que no 
-están en linea recta , queda determinado un 
círculo 9 que no podrá equivocarse con otro: 
■pues si dos circunferencias se pudiesen cortar 
en tres puntos , tendrian un mismo centro, y 
no serian dos sino una la circunferencia. 

58 Si desde un punto A (fig. 20) que no 
sea el centro de un círculo , se tiran á la par- 
te de la circunferencia mas distante varias 
rectas AE , AD , AB , AF &c. i9 AB yjte 
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pasa por el centro , es mayor qt^e qualqwera 
Otra AD : pues tirando el raAlo CD-zCB, 
AD es menor que AC— f~CD , ó que AC— f- 
CB ó que AB. 

59 2? AD 2S mayor que AE , que dista 
fvas del centro ; pues tiraio el radio CE , se- 
rán CO—f—OE) juntas mayores que CD ó 
que CE su igual : quitando CO cothun, que- 
da OD mayor que OE , y anadi;;ndo á am- 
bas lineas OA , será DO-^4— QA ó DA mayor 
que EO-4— OA : y como EO— *— OA son Jina- 
yores que EA, será- AD mucho mayor que 
AE. 

60 Si se tiran á la parte de clrcuníerencia 
nías inmediata Ism rectas AM , AN &c. la 
AM que alarghda pasa por el centro y es la 
mas, gorta : pues tirado el radió CN, se tiene ' 
CA-4— AN mayores que CN ó que CM su 
igual: quítese CA común, y queda AN ma- 
yor que AM, 

61 Quando el punto A ( fig. 21 ) está 
fuera del círculo, sucede lo mrsmo : pues 
siendo AN— t-^NC mayores qué AC > resulta 
quitando de una parte el radio CN y de otra 
el CM, AN mayor que AM. Serán pues, 
iguales las lineas tiradas desde qualquier puiv 
tQ (fig. 20 y 21) á igual distancia del centro 
C ; y como solo hay do> con esta condición, 
una á U derecha de la AB y otra á su iz- 
quíerdaj no se podrán tirar desdedicho piintq 
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tres lineas iguales á la circunferencia, , y si 
desde ajguií punto se pueden tirar mas de 
dos lineas iguales , será sin duda el centro 
del circula 

62 Tangente de un círculo es una linea 
AT (fig. 2 2). que aunqu^ sé alargue no. corta 
sino toca su circunferencia , y es solo en un. 
punto que se llama del contacto j pues si le 
«ocase en dos m , t; , tiradas al centro las Cm,f. 
C» que serian igua.les (í i) ,. serian mayores 
que la perpendicular CT, que se tirase entre: 
ellas (30) lluego estando el punto Ten la cir- 
cunferencia , deberán caer fuera de ella m y 
«. ,Una línea A6 que deíidb qu'alquier punta. 
A fuera del círculo le corta en dos puntos E 
y B , se llama secante. 

63 Tendremos piies i? que el radica CT 
debe ser perpendicular á la tangente (3); pues 
es lá línea mas corta que se puede tirar des- 
de el centro á dicha tangente ; y al contrario, 
la perpendicular AT al estremo T del radio, 
CT , será tangente al círculo. Y así para ti-- 
rar una tangente al circulo en un punto T ; se. 
tira el radio CT , y se levanta en T la per- 
pendicular AT : la qual debe ser única , por 
ño pódense levantar mas perpendicular, que ' 
una desde qualquier punto T (33). 

64 2® Si tres circunferencias de circulo 
5e tocan dentro ó fuera j los centros C,D,R 
4.e los círculos > y el punto o del contacto es- 
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tan en una linea rectg : por<]ue debiendo lo¿ 
radios Do, Ro, Co ser perpendiculares á la 
tangente ; formaránuna sola línea recta (63), 

65 3-*^ Qiialquier otra recta DO (fig. 
13 ) tirada por el punto T que no sea la tan- 
gente 3¡ corta al circulo; de suerte que qual- 
quier ángulo rectilineo BTD és mayor que 
^1 mistilmeo BTPD , el qual será inSnita- 
mentó pequeño ; pero sin embargo puede se^ 
dividido poE infinidad de arcos Th , Tb &c. 
que se vari acercando á la tangente AB , á 
proporción que son mayores los radios con 
que se describen. 

66 Conviene á veces medir los ángulos 
no con arcos desméritos desde su vértice, sino 
con los de algún círculo junto al qual , ó den- 
tro del qual están formados ; y por eso vamos 
á señalar á cada uno la medida que le cor- 
responde, según su diferente posición. Emper 
celtios por el ángulo ATD (fig. ^14) que for- 
ma la tangente AT con la cuerda TD , que 
se llama ángulo del segmento ^ y tiene porma.- 
dida la mitad del arco TRD que subt ende la 
'cuerda. __ * , 

Para demostrarlo , tírese por el centro el 
diámetro PQ paralelo áía cuerda TD , elRS 
perpendicular á PQ y él radio Tp. El Ángn-- 
Ip recto RCF es igual al ángulo ATC tambi- 
én recto : quítese de ^ ambos el ángulo TCP 
igual á su alterno DTC , y quedará DTAzz; 
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RCT : y como al ángulo RCT le mide el ar^r 
co RT(i6),mitad de DRT (5^)5^5^^ ")^sr- 
mo medirá también al árigulo^ ATD. V^alien- 
do los dos ángulos ATD , DTB i8o^ (i8)ó 
lamitadde tod? la circunferencia TRDQSPT; 
si de ella se quita la mjtad , del arco RTD, 
medida del ángulo ATD , quedará la niitad 
de DQSPT por medida del ángulo DTB. 

67 De esta proposición se infiere que 
la medida de un ángulo BTD ( fig/ 25) cuya 
vértice está en la circunferencia ( se llama 
inscriptQ ) es la mitad dd arco BD que com- 
prenden sus lados ^ que sondos cuerdas. Por- 
que tirada la tangente AT, si de la medida 
del ángulo ATB , que es la mitad de TDB, 
se quita la del ángulo ATD, que es la mitad 
de TD; quedará la mitad derfiD quesera 
medida del ángulo BTD. 

68, , Luego I? el ángulo del centro. 
BCD es duplo, del inscripto BTD que insis- 
te sobre el mismo arco ; pues la medida de 
BCD es el arco BD , y la de BTD, i BD. Lo 
2? Todos los ángulos inscriptos A , B , C, 
(fig. 26 ) de un mismo círculp que insistea 
sobre un mismo arco FD , son iguales ; pues 
que tienen una misma medida. 

69 Lo 3? Tqdo ángulo inscripto BTR 
( fig. 27) que estriba sobre el diámetro , ex 
recto: pues vale la mitad de 180° ó 90®. El 
que insiste en un arco menor qu§ la semi- 
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pircunferencia como TRB es agudo , ' y el 
que estriba como NMR , en mayor arco que 
la semicircunferencia, es obtuso. 

70 De consiguiente se podrá levantar en 
el estremo T de la recta TB una perpendicular^ 
trazando, un círculo desÜe qüalquier punto C 
con el intervalo CT , tirando por el centro y 
cl punto B en que el círculo corta laBX ? ^^ 
diámetro BR ; pues la TR será perpendicu- 
lar á BT ; por ser el ángulo RTB recto. 

71 Si se diese en el terreno la recta BD 
(fig. 28) para levantar en su estremo D la 
perpendicular ; se atarán en B y D los estre- 
ñios , y en A la mitad de una cuerda BAD: y 
pasando la parte AB á ser AC , será la CD 
perpendicular. Y al contrario , para bajar des- 
de C una perpendicular acia el estremo de 
la DB; atada la cuerda en C y B, y dividida 
en su mitad A , se pasa la AC á AD ; y ti- 
rando CD , será la perpendicular. Porque 
siendo iguales las AC , AB , AD; será A el 
centro del círculo que pasa por C/D, B {')7): '' 
y de consiguiente será CB diámetro , el án- 
gulo CDB recto (69), y la CD perpendicular. 

72 Para tirar dos tangentes á un circulo 
desde un punto O (fig,.29)dado fuera de él; 
después de haber tirado la OC á su centro, 
se trazará desde su mitad H con el intervalo 
OH un círculo que cortará al dado en los 
dos puntos B , T, por los quales y O tirando 
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hs OB ,: OT serán I^s tangentes ; pues tiraa- 
doi Iqs radios ^C , GT; ser¿n rectos los 4a- 
gulos CBO, CTO (69): luego las OB,, 
OT serán perpendiculares , y de consiguien- 
te tangentes. . , ' 

73 Si se pidiese trazar sóbrela rectn 
BD (fig. 30) un segmento de circulo, tú 
quextodQs los ángulos inscriptos eq él í:omo 
BAD , sean iguales á un: ángulo dado X ; se 
hará en uao de Iqs estremos B de la BD u^ 
ángulo DSF igual i X , §e levan tara sobreBF 

Ja perpendicular indefinida BH , y en medip 
dé BD otr4 perpendicular PT que cortará á 
laBH en un puqto C que será centro delcir-" 
culo que s^ pide : pues siendo la oiedida del 

» ángulo DBF ó X la mitad de BTD ( 66 ); 
la misma que tiene el ángulq inscripto BAD 

-^ qualquier otro que insista spbfe la cuerda 
BD; será el segmento ENAHD capaz del 
ángulo X como se pidió» 

74 Por esta proposición será fácil de^ 
terminar el sitío de un punto T qualquieríi 
(fig. 29),- conociendo el valor de los ángulos 
RTB , BTO que con dicho punto forniaa 
las rectas TR , TB ,T0 tiradas a los tres ob- 
getos R , B , O , cuya situación es conocida: 
pues tirando las líneas BR , BO , y trazandp 
sobre BR una porpiqn de círculo Capaz del 
;^ngulo dado BTR y y sobre BO otra capaz 
^el aYigulo BTO ; 4el?íe|ido el punto T caer 
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en ambos círculos , sera aquel éti que Ids dos > 
se cortan. 

75 La medida del ángulo BAR (fig.31) 
que se llama escéntrico por tener su vérticfe 
fuera del centro del círculo en que esta , es la 
mitad de los dos arcos BR-+HC que abrazau 
Jttí Jados alargados. Pdrque tirando por G 
la CD paralela á HR , será el ángulo bAR=i 
BCD (44): y siendo. (67) la medida dé* 
BCD , -} BJDz=ítíR -f. í RD^iBR -I- i HC 
por ser RDrrHC (53) ; será la medida de 
BAR , pR -^ |HC. 

76 Lá tnedidá del ángulo ZCB forma- 
do en la circunrerencia con la cuerda BC y 
la pe alargada , es tamb¡(^n la mitad de los 
arcos BC-^CD que sübtenden las cuerdas: 
porque siendo DCB-+-BGZ— 180^ ( 18 ) ó 
la mirad de toda la circunferencia CHBRDCg 
si de ella se quita la medida del ángulo BCD 
que es jBD ; quedará í BHC -^ iCD por la 
del ángulo BCZ. 

y y Un ángulo BAP .( fig. 32) circuns- 
cripto , ó cuyo vértice está fuera del círculo, 
tiene por medida /a mitad del arco cóncavo 
BP en que insisten sus lados alargados si es 
menester , menos la mitad del arco convexo 
HR que comprehenden dichos lados. Porque 
tirando la RC paralela á HB ,el ángulo CRP 
que es igual á BAP (44 ) , tiene por medí- 
daíCP ópP— íBC, ó últimamente íBP^; 
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} HR : pues BCmHR (53): luego la medi- 
da del áhgulo BAP es f BP— íHR. 

78 Sise tira HM paralela á la tangente 
AX , SQ probará del mismo modo qué al án-^ 
guio XAB le mide I XB—^XH : y última- 
mente tirando por Z una paralela á AX j se 
hallará que la medida del ángulo XAZ qiíe 
forman las dos tangentes ^ es -JXBPZ— 
fXHRZ. 

De las Figuras. 

y De los Triángulos y Quadriláteros. 

i ■ ' ■ 

79 Dos solas líneas no abrazan espacio 
determinado : se necesitan tres , quatro , cin- 
co , ó mas para encerrarle. A este espacio 
cerrado llamaremos figura ; reciilineá , cwr- 
vilinea , ó mistilinea.^ según sean rectas ó 
curvas las líneas que la forman : á estas lí- 
neas lados de la figura : á la sum^ dé ^ to- 
das ámbito , contorno , ó perímetro : é /jópe- 
rímetras á las figuras que tienen perináetros 
iguales. 

80 La figura ABC (fig. 33 ) se llama 
triángulo rectilíneo : se compone de tres la- 
dos AB , BC , AC , y de tres ángulos A,' B, 
C : se llama equilátero quando sus tres lados 
son iguales : isósceles ( fig. 34 ) quandó son 
iguales . dos : escalena (fig. 35) quando los 
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tres son desiguales: rectángulo (fig. 36)quan- 
do uno de sus ángulos D es recto : obtusán^ 
guio quando uno de ellos D ( fig; 35 ) * es 
obtuso j y ácutángulú {ñ^. 34 quahdo todos 
tres son agudos. 

'81 Qualquierá de los lados AC(fig. 33) 
opuesto al ángulo B que se toma por vértice, 
se llama base del triángulo : y altura ^ la per- 
pendicular BT tirada desde el ángulo B del 
vértice á la base. Se ve que quando los án- 
gulos Á , C adjácenres á la base AC son agu- 
dos , cae la perpendicular dentro del trián- 
gulo : quando es recto uno de dichos ángu- 
los (fig. 36), es el mismo lado AD del trián-- 
gulo : y quando es obtuso (fig. 35)? la OR 
cae fuera y sobre la base CD alargada. El 
lado AB (fig. 3 6) opuesto al ángulo recto D 
del triángulo ADB , se llama, hipotenusa. 

82 En el triángulo isósceles EDF (fig. 
34)^ la perpendicular ER diviáe por medio 
la ba«e DF: porque siendo ED y EF igualeá, 
estará el punto E de la perpendicular ER , y 
de consiguiente todos los demás (29), á igual 
distancia de D y F : luego DRrzíRF. 

83 Los tres ángulos de qualquier trián^ 
guio valen siempre dos ángulos rectos ó 1 80**. 
Si se da el triángulo ABC (fig. 37) ? y se hace 
pasar un drculo por sus tres ángulos (5 5'), se 
verá {6j) , que la medida de todos tres es la 
mitad de toda la circunferencia ^ luego va« 
len 1 8o-* 
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84 De aquí se infiere i? que alargado 
qualquiera de los lados BC de un triángulo, 
el *ángulo esternó ACD es igual á los dos 
internos y opuestos A y B : jpes su medida 
es (76) i (ATC-t^BRC), medidas de A y B 

(67). 

85 a? Que en ningún triángulo puede 

haber mas que un ángulo recto ó un obtuso: 
y quando alguno es recto, serái^ los otros dos 
complementos el uno del Otro (20) : y asrco- 

' nociendo el uno , será el otro lo que falta 
para 90°. 

86 3? Que qualquiera délos ángulos de un 
triáfngvlo es suplemento de los otros dos (2 i ), y 
se sabrá su valor restando la suma de ambos 
de 1 80°: y al contrario, restando de 180^ un 
ángulo de un triángulo, resaltará la suma 

. de los otros dos. Por eso si dos ángulos de uti 
triángulo son iguales á dos de otro , el ter« 
cero que es el suplemento , será también jguai 
al tercero. 

87 4? También se Infiere que en qual-^ 
quier triángulo los lados opuestos á iguales 
ángulos son iguales ; y qué si son iguales los 

^ lado$ , lo serán también los ángulos opuestos. 
Pues siendo iguales los ángijlos , lo deben ser 
los arcos , sus medidas , y de consiguiente sus 

** cuerdas (12) : y si lo ^on las cuerdas , lo se*- 
rán los arcos , y los ángulos que miden. Y 
así ea el triángulo isósceles (fig. 3 4) siempre 
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isoíi ¡gukles los dos ángulos D , F opuestos á 
los dos iados EF , ED iguales ; y en el equi- 
látero son ¡guales los tres ángulos , y por tb 
mismo vale cíida uno 60° ó la tercera parte 
de i8o.* 

88 59 Que al mayor lado de un trián- 
gula estará opuesto el mayor ángulo, y al 
menor el menor : y al contrario , el mayor 
ángulo tendrá mayor lado enfrente : porque 
mientras mayor sea la cuerda, mayor será el 
arco, y de consiguiente él ángulo que mide: 
y al contrario. ' 

89 Poí triángulos ABC j abe , (fig. 38) 
ion iguales i9 si los tres lados. del uno son 
iguales á los del otro^ ó slABizzab , ACzir^ír, 
Cfiznci-; pues sobreponiendo el triángulo 
abe á ABC de modo que be caiga sobre BC5 . 
el punto b deberá caer en el arco de círculo 
descrito desde C con el intervalo icziz BC , y 
en el descrito desde A con el intervalo abzzz 
AB : caerá pues , ^en B , eñ donde se cortan 
dichos arcos ; y el triángulo abe se ajustará 6 
Confundirá con ABC : luego serán iguales. 

90 a. o Son iguales dos triángulos AjBC, 
4 abe que tienen un lado ACmac adjacente q^ 

dos ángulos A , C ; a , e iguales ; pues ponien- ' 
do abe , sobre AJBC , de suerte que ae caiga 
sobre su igual AC ; caerán los. puntos a , c, 
«obre A , C ; y como los ángulos A , a ; C , c 
«on.iguales,et lado.0¿ caerá sobre AB y eh 
Tomo IL C í 
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sobre CB , luego el punto b. caerá sobre B , y 
los triábgulos por ajustarse ó confundirse, se- 
rán iguales. 

91 39 También lo son ^ quando tienen uti 
ángulo B::=zb formado por dos lados AB i.BC; 
ab , be' también igtiale s ^ pu^s sobreponiendo 
el triángulo abe á ABC ^ caerán Ibs lados, áby 
he sobre AB y BC por ser Iguales los ángulos 
JSyb; y los puntos áy t sobre A , C jpor la 
igualdad de los lados ; luego ac caerá sobré ^ 
AC y y los triángulos sis ajustarán j ó &éráji 
iguales. 

^2 Para formar un triátígulo dfe tres íí- 
neas dadas , ó cuyos tres lados sean iguales 
á los del triángulo abe ^ se tpma una línea 
ÁCiizúú , ^ traíando desde A ¿on el intervalo 
ab y desde C con él intervalo cb dos arcos , se 
tirarán 4 A y C desde el puríto B donde sé 
cortan, las lineas BC, BA; y se tendrá el trián- 
gulo ABCiznaic. Qiiando se da uña recta AC, 
y se pide formar sobre ella un triángulo equi- 
látero; se trazan los arcos desdé C y A coii el 
intervalo AC, y luego se tírafi las AB y BC. 
Si se diese uii lado ae y los ángulos adjacentes 
áy C para hacer el triángulo ; se forttiarian en 
los estremos A , C de uíia recta ACrzac dos 
ángulos A , C iguales á a y c y y de los lados 
AB y BC juntos en B resultarla el triángulo, 
que se pide. £p el caso que se den dos lados ab 
be y el ángulo comprendido ¿ , se forma un 
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ángulo Bzrrfc , y cortando BCzzdbc ^ ABr:=.fl¿, 
«e tiene él triángulo pedido ABC. ' 

93 El quaárilátero y que es una figura 
formada poí* quatro líneas y^ quatro ángulos: 
se llama tYapezoide ( fig. 39) quandó icio tiene 
lado alguno paraleló á otro : trapecio (fig. 40) 
iqúando dos de sus lados A£ ^ BC son para- 
lelos ; y párálelográrño qüañdo cada lado es 
paraleló á su opuesto. £1 paralelogramo se 
llama rorhbó(ñg. 41 )quáñdosus qüatró la- 
dos son iguales y dés¡)guales sus áílgülós con*^ 
tigüos ': romboide {ñg. 42) quando sus ángu- 
los y lados contiguos son desiguales : rectán- 
gulo (ñ^. 43 ) quandó si}s átlgulos soh i'ectos, 
y desiguales dos lados : y cuadrado (fig¿ 44) - 
quandó sus ángulos y lados son iguales. La 
recta EB ( fig; 42 ) tirada de un ángulo al 
opuesto de qualquier figura ^ se llanxa diár 
gonal : y la perpendicular AT' ó BD á la base 
£C alargada si es menestei^ ^ altura del qua- 
driláiero. , 

94 Los quatro ángulos de uti qüadrilá" 
^ tero v^len siempre 3 60® ó quatro ángulos rec- 
tos i pues tirada la diagonal AC (fig. 40) , di- 
chos ángulos son los de los triángulos AC£, 
.ABC que valen 360® (83). 

$5 Si dos lados AD , CB ( fig. 43 ) de 
utí quadrilátero ADBC son iguales y para- 
lelos , lo serán también los otros dos AC , DB. 
Porque tirada la diagonal' AB , los triángulos 

C 2 
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áCB, ABD que tienen el lado AB ComüH, 
AD=CB , é iguales los ángulos r y o (45), 
serán iguales (91 ): l^ego el lado AC^DIÍí 
V como soü también iguales los ángulos a ter- 
cos ;r , :y , serán paralelos AC y ÜD (47). _ 

06 De lo que Inferiítoios t.» gwe í« aia- 
^onal AC ditide él paraldogramo ADEC en 
úos trián'guios ACB, ABD iguales ;pue9 ade- 
mas del lado AB conlun á los dos , los ángu- 
los A^ , ^ ; f >» ^o" iguales por las pa;ralelas 
(45): luego (90) , serán iguales los tfiángu- 
•ios. De consiguiente, ün triángulo qualquieri 
ABC será siempre la mitad de ürl paralelo^ 
gramo de igml base y <flturaqueéL 

97 t.o .Los paralelogramos A BLE. , D^ue 
<fig. 4S)áe ana misma ó igualábase 'ñC, que 
están entre más. mismas paralelas ó que tie- 
nen una misma dtura , son iguales í pues' los 
■ triángulos ABF , ECD que tienen AB¿=]^C, 
BF=:CD (95), ^ iguales los ángulos m, »i 
comprendidos (48) , serán iguales (91), quí- 
tese de arabos el triángulo EKF c6mun , y, 
quedará AEKBmCKFD, y si se afiadeá am- , 
bas partes " el 'triangulo BKC , resultará el 
paraldogramo ABCÉ igual al otro BCDF. 
De consiguiente , los triángulos de igual base 
y altura , ó que teniendo una misma ó igual 
base , eífflw entre unas mismas paralelas , son 
■ iguales ; pues son mitades de los paralelogra-. 
mo» iguales. 
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98 3.0 Las partes HR, TX (fig. 46) de dos 
paralelas NO , MP interceptadas entre otra.1 
dos paralelas AB , CD , son iguales ; pues 
resulta de. ellas un paralelograrno HTXR 
cuya diagonal HX le divide en dos triángu- 
los iguales > luego J^R=:TX^ y en todo pa- 
ralelograrno serán «guales los lados opubstos^ 
HT,RX;HR, TX. * 
- 99 4.0 Los ángulos opuestos A y B ^ C' 
y D (fig. 43) dé un parnklogrAmo son igua-^' 
les. Porque siendo paralelos AC, BD, deben 
valer 180*^ los ángulos A y D (46); y por 
ser paralelos. AD , CB , también D y B val- 
drán 1 80** : luego A y B que tienen un mis- 
mo suplemento D y serán iguales (2 2) : loi 
mi&mo se probará de C y D* De consiguien-^ 
te, si uno de estos ángulos es recto, loseráa 
igualmente los otros tres : pues si A es recto, 
lo será también -su igual B ; y 'hííbiendo de' 
componer 180° los dos ¡guales C y I) (94),' 
serán también rectos ambos. 

100 Si dados dos lados be , ce (fig. 42), 
y el ángulo c j se pidiese trazar un paralelo^ 
gramo 5 se tomará ECznfcc^ se formará en E 
un ángulo E=:c , se cortará EAzzzce , y ti- 
rando por A una paralela á EC y por C otra 
á EA, resultará el paralelogramo AECB quo 
4^e pide , el qual será rectángulo: si el ánguloi 
c fuese de 90"* , y cuadrado si ajdemgs fu^s^ 
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De los, Poligonós., 

loi Se llama geneFalmente />o//^ono. á U 
figura terminada por mas de<]uatro líneas: y 
^cn particiflar pentágono a la que consta de 
cinco 9 exágono á la que tiene seis , eptágono 
á la de siete , octógono á la d^ ocho , eneágono^ 
á la de nueve, decágono á la de diez, dóde-- 
cagonQ á la de doce.— pentedecágono á la de 
quince &c. Quando, todos los lados y ángu- 
los de los polígonos son iguales , se llaman re^. 
guiares , é irregulares quando. no lo son. Al 
ángulo B. (fig. 47) cuyo, vértice se mete den-? 
f tro de la figura , le llam^rénios.' entrante : y 
salientes a ios demás que caen fuera de la fí^. 
gura,! 

ipi Un polígono. iíBCPEF (fig. 48 ) 
cuyos ángulos tienen todos sus vértices en la 
circunferencia de un círculo , se dice estar 
inscripto en él , ó el círculo circunscripto al 
polígono : su perímetro que es tanto mayor 
quanto mas lados tiene , es sienipre menor que 
la circunfereacia del círculo. Quando los lados 
de un polígono PRTHMN tocan todos al cír- 
Qjulo , se dice circunscripto^ á el , y ét círculo, 
inscripto, en el polígono : su perímetro que es 
tíanto. menor quanto mas ladps tiene ^ es siem-. 
prc mayor que la circunferepeia del círculo. 
Qe consiguiente^ quanto mas lados ten;-. 
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ga un polígono itiscrrijfto ó circunscripto á un 
círculo , niHs se acerpara a su circunler^ncia; 
y si el numero de lados se concibió iufiaito ó 
fííayor que qualquiera asignable , se confan- 
ciira su perímetro con dic^ha circunferencia dél^ 
círculo, el qual se podrá considerar como un 
polígono^ infinit ángulo. 6 de una infinidad de > 
lados. ' ^ 

103 Las perpendiculares OT, OR &c. 
(fig. 49) tiradas desde el punto medio O ó 
centro de un polígono 4BCDE sobre sus la- 
dos AB <f BC. &c, se llamaiji radios rectos 6 
apoPecnias á^l polígono : y radios oUicuos á 
Us O^f ,.OB , OC &c. tiradas desde O á los 
ángulos 5 de suerte que los dividan por me- 
dio. Unas y otras son iguales entre sí quatidot 
el polígono es regular^ 

Lo;j. oblicuos O A , Ofl Scp, lo son por- 
que dividiendo la perpendicular OT por me- 
dio á AB <gjf) , tendrán los triángulos OAT,, 
O'J'B , AT;r=:TB. , OT común , é iguales los 
ángulos ATO , OTB comprendidos j luega 
serán iguales (91) , y AOrrzOB : lo qual se 
probará igualmente de OC , OJO &c. Tam-. 
bien son ¡guales los radios rectos , OT , OR 
&c. porque siendo en los triángulos OTB,^ 
OBR > TBi— BR por- ser mitades de los la-^ 
dos igua.les AB , ¿C , el lado OB común , y 
los ángulos comprendidos OBT , QBR igu^:* 
les por ser mitades del ángulo JS; serán igna** 
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les dichos triángulos (91) , y OTrrOR i lo 
que se demostrará igualmente de los ¿emas>¿ 

104 De aqui se infiere que si se divide» 
por medio dos de los ángulos A , B de un po-r 
lígoao regular con los radios oblicuos AO> 
OB , y se traza de^de el punto O de su con- 
curso un círculo con el radio ÓA ó BO, que-- 
dará inscripto en él el polígono. Igualmente,,, 
si con el intervalo de uno de los radios reqtos. 
OT de un polígono se traza un círculo., que-. 
dará inscripto en el polígono ó este circuns- 
cripto al círculo- 

105 La suma áe los ángulos interiores de- 
todo polígono es tantas veces 180® como lados 
tiene menos dos. Lo demorítrarcmos del pen- 
tágono ABCDE (fig. 5 o) y lo mi^mo se de- 

-inostrará de qualquier otro. Si desde uno de 
sus ángulos D se tiran diagonales DA,DB á 
los ángulo? opuest os A , B , quedará el po-. 
lígono dividido en tres tres triángulos cuyos. . 
ángulos valen 3x1 80° (83) : y como estos son 
los mismos que los del polígono , serán es- 
tos 3x180** ó (5-2')xi8o°, que son tantas ve- 
ces iSo** como lados tiene menos dos. Lo. 
mismo sucede en el polígono ABCDEF (fig, 
47) no contando el ángulo entrante B por. el 
lado esterior AliC , sino, por el interior que 
coniprehende los quatro ángulo* ABF , FBE, 
EBD , y DBC. 

106 Si dicha suma se divide en qualquier 
polígono regular por el número de sus án- 
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^\qs ó lados , se tendrá el valóir de cada 
ángulo. El del pentágojiQ por exetnplo/, será 
(5-2)xi8o** ó 540° divididos por 5 , que d^ 
198° : el del exágono vale 4X180^ q 720? 
partidas por^ , que da i 2Q®. 

107 De consiguiente, para co,nstru¡r quaU 
quier polígono ^. gr. un exágono , sobre un^ 
rect^ dada AB (fig. 48) ; formado en B el án • 
^ulo ABC igual al del polígono^ que es de 
1 20**, se trazará un círculo desde el punto Q 
en que concurren jos dos radios oblicuos AO, 
OB con el intervala de qual quiera de ello^j. 
y pasando con un compás la distancia AB á 
los puntos C , D , E , F de su circunferencia 
á los que se tirarán JBC , CD , DE , EF , FA, 
se habr4 descripjto el exágono regular. 

108 Si desde el centro O (fig. 51) de un 
polígono se tiran rectasi OA , OB &c. á todos 
stis ángulo^^quedará dividido en tantos trián- 
gulos como lados tiene , los quales a causa de 
sus radios oblicuos iguales , serán isósceles é, 
iguales si el polígono es j;egular. Coa efecto,, 
los ángulos de estos triángulos v^lcn 5x1 8o<*.. 
(83) , de donde si se quitan 360^. ó 2x1 So^ 
q«e valen los formados en O ijue no pertcne-r. 
ceíi al polígono , quedarán (5-x)xi8o'^, valor 
de sus ángulos interiores, como 1q dlgimos ya 

109 Cada ángulo de los focmados en O^ 
sq IJama ángulo del (¡entro ^el polígono , y su. 
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valor en el polígono regular es 3,6o** , que 
valen siempre todos , partidos, por el número 
de lados 4el polígono : en el exágono regu-r 
lar vale 360° partidos por 6 ó 60° : y cómo 
solamente 6x60 , 4x90 y 3x120 compcMien 
360°; solo con triángulos equiláteros en los 
que vale cstda ángulo 60° , con cu^^drados , 
cuyo ángqlot es de 90° , y con exágonos po^ 
drá enlosarse un payimentct con figuras, re-. 
guiares. 

lio En qualquiena 4e los triángulos, 
ABO , se ve (gó) que el ángulo del centra 
AOB es suplementa de los otros dos ABOi 
OAB ó del ángulo ABC del polígono á que- 
cquivalen : y como también es suplemento á^ 
ABC el ángulo estcrior TBC , s^rá este ¡¿^ual 
al ángulo del centro BOA. Lo mism'o se pro- 
bará de los demás esteriores RCD , XDE 
&c. que se forman alargando acia una mis- 
ma parte todQs los lados del polígCMií). : y de 
consiguiente Iq sumcí de eitos ángvklm ejfer/o- 
res de qualquier polígono es siempre 3 60° como 
la ae los del centro. 

III Tanto estos como los esteriores. dis- 
minuyen á proporción que es mayor el nu- 
mero de lados : y así en el circulo , que se 
compone de una infinidad de ellos ,- el ángu-. 
lo esterior BTJPD (fig. 23 ) es infinitamente 
pequeño, como, lo dejamos diclio : y por lo 
• ÍRÍsn\o el ángulo CTPD que forma el radio 
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fon la circunferencia , se puede eoñlid^far / . 
como recto. - ! 

1^2 V^liendQ el ángulo del centro AOB, 
(fig. 48) del exágonQ regular jóo'^ partidos? 
por 6 ó 60® , valdrán también 60/* cada una 
de los ángulos iguales OAB , OBA ( 83 y ^ 
?7 ) ^. y ^1 triángulo, AÓB será equilátero 
(80 ) : luegQ el lado AB del exágono regu^ 
lar inscripto en un círculo^- es igual al radio, 
AO de dicho círculo: de consiguiente , el diá-» 
raetro será igual á | del perinaétro del exágo-r 
no 9 y la circunferencia mayor que el triplo 
del diámetro, 

113 Luego para inscribir un exágono 
regulaf en un círculo j se llevará su radio cóú 
un compás seis veces sobre la circunferencia, 
señalando los puntos A , B , C &c. por loí 
que se tirarán las cuerdas AB,, BC &c. que 
formaráq el exágono. Si s^ tiran después la$ 
puerdas BF , FD , DB, resultará el triángu- 
lo equilátero inscripto, FDB ; pues cada uno 
de dichos lados será cuerda.de 120°. En él sé 
tiene el radio oblicuo OB=OC duplo del ra-. 
dio recto OX , por ser /OXzzrXC. 

114 Como cada lado de un polígono ins- 
cripto en urii círculo es cuerda de un arco, 
igual á 360® partidos por er numero de la- 
dos j si se pidiese inscribir un polígono regu-^ 
lar en un círculo dado ; se buscará , dividien- 
do 3 óo'' por el número de lados y el arco quo 
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corre4{M)04e á catja yno ^ se tirará la cuerda á 
dicho arco , valiéndose del Semicírculo (24), 
y repitiéndolo con el compás por toda la cir- 
cunferencia , quedará inscripto el polígono. 
Para trazar en este mismo caso el polígono 
circunscripto , se alargan Ips radios oblicuos 
OC , Or> (fig, 49) hasta que encuentran la 
PH tangente al circulo en el punto Q , y PH 
ser4 el lado del polígono circunscripto : I0& 
demás se determinan deljnlsmo modo. 

115 Si se tiran los dos diámetros AB, 
CD (fig, fa) perpendiculares el uno al otro, 
queda el círculo dividido en quatro partes^ 
iguales , por las que se podrá. dividir ("54) 
^n 8 , 16, 32 9 64 &c. partes* Con el'trián-^ 
guio equilátero ó ^oa el exágono regular se 
le podrá dividir en 3^ 6, 12,- 24, 48 &c. par- 
tea iguales. 

Si se tir^ la cuerda AC de 90* , la AH 
lado del pentágono ó de 72** , y la AT de 
60® , y se divide .el arco TC por medio en O; 
será í{0 d^ 3^ ,. que no se puede dividir ya 
geométricamente. Con efecto, AC-AT 
ó 9o°-6o*:z=:30*' ; luego TOzz:i 50 : y coma 
TH=:AH—AT=:7a^— 60^=12° ; será 
IIOzzi3®, con cuyo intervalo se dividirá el 
^irculQ eo I ?9 partes iguales^ 
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De las Líneas proporciomles, 
lió S¡ en una línea ab (fig. 53 ) > qué 
fonna. con otra ob un ángulo qúalquiera abop 
se roínan las partes iguales bn, nf , eh, M &c. 
y por los puntos w, e A , /f , se tiran las para^ 
lelas «g, es, hr ^ Ñp &c. cortarin en la to las 
partes Iguales bq , qs, sr, rp.&c. pues tiradas 
lasqz, se , r/&c. paralelas á ab ; los triángu- 
los 6n^ , zqs 5 que fierien bnzzLne-znqz (98 ), 
d ángulo hbq=:zqs (44), y el hnq-=zzqzs (48]^ 
serán iguales (90) , y el lado bq será igual 
á qs. De los triángulos ^zí\, ser , r/p 8cc. se 
sacará del mismo modo que son iguales qsj 
sr 5 rp &c. 

117 Luego la parte hn es respecto de lá 
- fc^, lo que he respecto de qs , lo que eh res- 
pecto de sr &c. es decir , que 'bn:bq:ine:qs::efi: 
sr:iM:rp:i &c. de cdnsiguienté será (180. i. ti) 
ha sutiía de tos antecedentes de dichas razo^ 

"^ nes , á feo suma de los consecuentes , como 
un antecedente bn á sú'.consecuente bq ; como 
dos antecedentes be á dos consecuentes bs j y 
como qualquíer numero de antecedentes nk á 
igual número de consecuentes qp : ó ba:boi:bfi: 
bq::betbs::nÑ:qp &c. de manera que si ba es los 
' dos tercios de bo , también bn serát los dos ter- 
cios de bq ; be de bs ; n^ de qp &c. 

118 'De aquí se infiere lo i9 qne qual-^ 
' quiefa recta hk (fig. ' 5 4) paralela á la base 
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¿d de uh triángulo , divide ptoporcionalmenté 
Jos otros dos iados ab , bd : esto es y será bh: 
ha::M:^d ; y bh:ba::bÑ:bd. Tambica será bd: 
Miiddi^hj püés tirando por ^ la /fp piaralelá 
á ab ^ será por 16 que acabarnos de decír^ bd: 
U:iadidpz=zM (98); ' 

119 2? Al cofatrarió , siempre qué iiná 
recta hk divida proporci.onalmente los lados 
ha , hd de uñ triángulo abd j será paralela a 
la base ad: porqué como la paralela á lá base, 
tirada por ¿ , hadé cortar en ba una jparte bh 
que tenga con ha la misma razón que bk coa 
jfd (i 1 8) ; la M de quien esto se verifica j de- 
berá ser paralela á ad. 

1 20 3? Si desde un punto qüalquierá b 
( fig* 5 5 ) > '-^^ tiráH á una recta ae muchas 
^tras ba ,. h|C , bd 5 be; las cortará proporción 
nalrñente Una línea bk parálela á la báséj 
porqué (i i 8) eñ los triángulos bdc y bcd^ bdci 

, la ^^ paralela á siis bases , corta los lados dé 
suerte qut bh:ha::bq:i¡c::hp:pd::bÑ:lie y y bhibai: 
bq:bc:lbp:bdyM:be. 

1 2 i Siendo en el triángulo ^ac ( i i 8 ) 
íqihc::hq:dc , y en el triángulo bcd , bq:bc::qpy 
cd'y será hqiac::qp:cd y ó hqiqp'Uacicd i dú 
mismo modo se probará que qp: pkii dd : de; 
luego hq:qptpk::acícd:de. Lo mismo sé Veri- 
fica quando la paralela ot córtalas aby bc ^ hdy 
he alargadas ; pues tomartdcí en ba^bnuzzbt y^y 
tiraado por n la nm paralela á ae ; los trian-* 
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gulos bnx^ bxs , bsm son iguales á btz , bzVy 
tro (90) , por tener cada tino un lado y los 
ángulos adjacentes ¡guales : luego siendo nx: 
xsism:iüc:cd:deiseTd también iz:zr:ro::ac:cd:de. 

122 4? Si ia lima bd ( fig. 56 ) divide el 
ángído b del triángulo abe en dos ángulos igua^, 
les x'y O'y cortará el. lufJo opuesto ac en dos par- 
tes ,-ad , de proporcionales á los oiros dos lados 
kb, be ; 6stó es, será- ad:dc'::ab:bc : parque 
tirando" por a \a,az parálela á db qué encuen- 
tre en z la cb ^largada ; s<ef á el ángulo ói=y 
(44) , y xz=zt (45) í y por seif xzzzó -y iserá 
tzzzy ^ y ( 87 ) ab:=^zb. Como la parálela 
bd á az corla los lados ac , cz de suerte que 
ad:dc::zb:hc (118); se tendrá poniendo por 2:6 
su igual üb^údidc::ab:bc, Al contrario^ siendo 
los segmentos ad , de proporcionales á los la- 
dos ab^ be ^ dividirá la bd al ángulo b por me- 
dio: porque siendo ad:dc::ab:bc ^ será ádidcii 
zb'.bc j y (i 19) la M'será paralela daz^ el án- 
gulo jyzzio (44) ,^ tznx j luego siendo iz=:y^ 
será jr:zi:o. 

1 

123 ^9 Para encontrar una quarta pro^ 
porcional á las * tres líneas dadas m , n , o, 
(fig. 57); tiradas dos líneas fc/, ba que for- 
men un ángulo qualquiera afe/, se tomará coa 
el coiíip4s sobre bf , br igual á la línea dada 
m , y la ¿¿ del tamaño de la w ; córtese des- 
pués en bay la ip, igual á la línea o , tirese 
por p y 1" Upr > y trazando por el punto ¿ 
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la gt paralela á pr ; será bt la qüarta próJ)or- 
cional á w 5 n , o : pues en el triángulo big sé 
tiene ( 1 1 8") br:bg::bp:bt y ó ni:n::o:bt. 

124 Uncía tercera proporcional á dos //- 
neas dadas m , n , se ^encuentra tomando en 
bf , ¿r, y bg iguales á m, f?, y sobre fcfl, bpizzny 
tifando r/> , y po'r g su paralela gt ; pues sien- 
do brü?g::bp:bt , será m:/í::»:bf ó -h- mmibt, 

125 6? Ptííra í/V¿ír por líw pwwfo dííiáo 
^ (^g- 58) ii«« /weíí fg , que se encamine en 
derechura al punto del concurso de las dos ab, 
de , quandó este punto está demasiado distante 
para poderse determinar; desde dos puntos 
qualesquiera de la ab se tirarán dos paralela» 
tid , be que rematen en la de , desde el pun- 
to a se tirará á / la a/, y á esta la paralela^ 
iiid^finida W ; tómese en ella la parte bg quar - 
ra proporcional á las tres líneas ad, ¿e, «/; y 
tirando por /y ^ la y^, será la línea que se 
pide : porque siendo ad:be::af:bg j si se tiraii 
otras ^os paralelas qualesquiera mn , fio ^ será 
también ad:af::mn:no: luego quando tnn sea 
cero , lo será también no ; esto es , quando la 
ab se junte con de ^ se juntará también la fg. 

126 7.° Últimamente^ si sé pidiese di^ 
vidir una recta ab (figi 59) en qualesquiera 
partes , v. g. en ocho ¡guales : se tomarán 
en la línea bf que forma con ab un ángult> 
qualquiéra abfj comenzando desde b y con 
' qualquier intervalo de compá¿> bd p las ocha 
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partes iguales ¿<í ^dx &c. desde c donde coa-, 
cluyen , se tú-ará la recta ca , y trazando des- 
pués por los puntos d , x^y r &c. paralelas á 
ca ; cortarán en ab las ocho partes iguales. 
pues siendo bc:ba::bd:be ; dx:eh::xr:hp &c. se- 
rán be j eh^ hp octavas partes de ab, como 
bd, (ix y xr &c. lo ííon de bt. 

127 Si se hubiera de haber dividido Va 
ab €n dos partes que tuviesen una razón qual- 
quiera y como 3:5; tomada la suma 3-f-5i=:8 
de partes ¡guales sobre 6c, y tirada la ca , se 
tiraría por la tercera división la pr paralela á 
ac; -pues MQnáobrirciibpipa y br:r cuy,') , será 
bp:pa::y.$. _ 

128 En 'esta doctrina escriba el método 
de. construir las Escalas , insti^umento que re^ 
presenta en partes pequeñas las medidas de 
leguas , tdesas , varas &c. tomadas en el ter- 
reno. Sr se toman por egemplo , á arbitrio en 
una línea (fualquiera as (fig. 60) diez partes 
iguales íid-, de, ce&c. señaladas con sus núme- 
ros correspondientes 10, 20, 30 &c. y k pri- 
mera se divide en sus diez unidades que re- 
presenten vara§ , pies &c. se tendrá una escala 
as de 100 partes iguales. 

Para tomar en ella un número qualquiera 
65, de partes; se pondrá en el número 60 una 
délas puntas del compás^ y la otra en eí 5," 
y este intervalo será de 6 5 partes. Igualraenr 
t^ para averiguar el número de partes de U. 

Tomo IL D 
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escala que tiene una línea nm ; tomando su 
longitud con el compás , poniendo la punta ea 
una de las decenas como 40 ^ y viendo adon- 
de llega lá otra , si es á 5 tendrá 45, 

129 Para construir una escala niasL exac- 
ta y universat ; tirada en el punto A .de una 
línea AÍl indefinida , lá perpendicular AB de 
longitud arbitraria (fig. 6i), y por B la RP pa- 
ralela á AG , se dividirá una porción AH *y su 
igual BD en diez partes iguales , que stí seña- 
larán con los números 10 , 20 , 30 &c. se tira- 
rán después trasversales desde 10 á D, de 20 
á 10, de 30 á 20. Repitiendo también en la 
Afi diez veces la porción AH , se levantarán 
en los puntos F , G <Scc. las perpendiculares 
FI , GP &c. á las que se pondrán los núme- 
ros 100, 200 , 300 &c. Se dividirá por últi- 
mo la AjB en diez partes iguales 1,2,3, &^- 
y tirando por estos puntos paralelas; queda- 
rá construida lac escala de rail partes , en la 
^ue los intervalos HF, FG &c. son de cien 
partes : Dio , 10 20 sonde diez , cuyas uni- 
dades san rp, on &c. ; pues siendo los trian 
gulos DicH , Dtp , Dow , Drj &c. semejan- 
tes , será DH de diez partes , á Hio de otras 
diez ; como Di de cinco , á jr de otras cincoj 
como t)n de dos , á Qn de otras dos. 

130 Si se pidiesen 265 partes de esta es- 
cala ; supuesto que HG ó sQ vale 200, D60 ó 
Tr , 60 , y rf cinco j será la distancia TQ de 
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16$ partes. Asimismo sabremos quintas par- 
tes contiene de la escala qualquiera recta; to- 
mando su intervalo con el comp is , acomo- 
dando una de sus puntas sobre alguna de las 
' lineas DH , Fí , GP &c. y viendo después á 
qué trasversal de la BD corresponde. 

De las Lineas proporcionales en el círculo 
y de la semejanza de los triángulos. 

131 Dos triángulos atr , bcd (fig. 62 ) 
son semejantes, si los tres ángulos del uno 
son iguales á los del otro^ esto es,, a=fe, frrzd, 
rzz:c. Quando son ¡guales los dos ángulos 
del uno á los del' otro , lo son los tres (86): 
y eií los triángulos rectángulos basta la igual- 
dad de uno de los agudos ; asi como en los 
isósceles la ¿¡e qualquiera de los tres. De con- 
siguiente j si dada una linea de se pidiese 
trazar sobre ella un triángulo semejante á atr^ 
te formarán en £Í y c dos ángulos iguales á t 
y r , y será el triángulo bdc semejante á atr. 
Si en un triángulo atr se tiran paralelas 
mn , pq &c. á 1^ base ; resultarán los trián- 
gulos antn , apq , atr semejantes : pues tie- 
nen comup el ángulo a , y los otros dos igua- 
les pot las paralelas. Lo mismo sucede quan- 
do los lados del un triángulo ont (fig* 63) soi^ 
paralelos á los del otro abe ; pues deben ser 
equiángulos : ó quando son perpendiculares 

t>2 
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los lados unos á otros, como los de ernd; pues 
dando á este la quarta parte de una vuelta^ 
quedarán sus tres lados paralelos á los de abe. 

132 Dos triángulos semejantes qualesquie^ 
ra atr , bclc (fig. 62) , tienen proporríonales 
sus lados homólof^os ó los. opuestos á iguales 
ángulos ; at:bd::ar:bc::tr:dc. Porque si se toina 
en el la,áo at^ an^zizbd, y por m se tira law;* 
paralela á la base tr : tendrán los t4^iángulos 
amn , bdc el lado am=bd , y por ^er seme- 
\jatites atr^ bdc ^ los ángulos anzife, y m=fi3ids 
luego serán iguales (90) , y anzuhty mnzm:dú: 
y como por razón de las paralelas mn ^ tr se 
tiene (i 18) at:am::ar:an::tr'.mfi^ será también 
attbd::ar:bc::tr:dc , poniendo por aw, a«, mn, 
sus iguales bd \ be , de, 

J33 Al contrario , si los lados homólogos 
de dos triángulos atr , bdc son porporeionales 
at;bd::ar:bc::tndc ; dichos triángulas serán se^^ 
mejantes: porque tomando amzizbd , y tiran- 
do mw paralela á fr; será (i 18) at:am::ar::an*A 
trimn i y como por suposición at:hd::ar:be:: 
tndc ; será am:bd::an:bc::mn:dc: los términos 
-de la primer razón am , bd son ¡guales; con 
que lo serán también an y be , mn y de ^ y 
los triángulos a;wi , bdc serán ¡guales (89) , 
luego siendo el triángulo am;» semejante á atr 
lo deberá ser también bdc. 

134 Dos triángulos SLtr , bdc con un án-, 
gulr a=:b , y proporcionales Us lados que le 
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forman at:bc!::ar:bc, son semejantes. Tomaa-» 
do am::zzbd , y tirando mn paralela á tr /re- 
sulta at:ám::ar:an: y como se supone atibd:: 
anbc , 8erd-am:bd:;an:bc ; y siendo amirzbdy 
será <inzz:bcj y los triángulos amn , hdc igua- 
les (91) : luego siendo amn semejante á atr^ 
lo será también bdc. 

135 Si desde el ángulo recto h (fig. 64) 
de un triangulo rectángulo abe , se baja laper^ 

Íendjcúlar bdj resultan dos triángulos abd, 
de semejantes á abe, jy de consiguiente entre sí: 
pues cada uno de elloi tiene cona&c un án- 
gulo común , y un ángulo recto en d ; luego / 
son semejantes con ahc (131) ^y de consi-» * 
guíente lo serán entre sí. 

136 De4a semejanza de los triángulos 
dbd j'bdc st sacsi (1^2) ad:bd::hd:dc o -h- adi 
Ipdidc j es decir, que la 'perpendicular bd to^ 
jada del ángulo recto de un triángulo rect^n-^ 
mío sobre la hipotenusa , es media propor-^ 
cional entre sus segmentos ad , de. Y como to- 
da ángulo inscripto a&c (fig. 65) formado so-* 
bre el diámetro ac de un. círculo es recto (.69) 
$erá también media proporcional entre los seg-^ 
mentos ad 9 de dek diámetro la perpendicular 
bd bajada sobre él desde qualcjüier punto d$ 
¡a circunferencia^ del círculo , esto es , serí 
4r ad:bd:dc , y de consiguiente; ( 175. í. I. ) 
'{bdyz=adxdc. 

1^7 Y m para encontrar una medt^ 
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proporcional entre dos líneas dadas m, n ; to- 
mando aázr:w y dc:=±n , se juntarátr ambas 
de suerte que formea una sola recta ac , que 
se dividirá por medio en o : desde o con el in- 
tervalo ao se trazará el semicírculo ahhc , y la 
perpendicular hd levantada en el punto d del 
concurso de las dos líneas > será media pro-^ 
porcional entre ady de , ó entre m y «(136), 

138 De los triángulos abd, abe semejan- 
tes (i 3 5/^*fse saca ac:ab;:ab:ad (132), y de 
Ips ahdyhdc tarpbien semejantes ac\bci:bc:dc ; es 
decir, cada lado ah , be de los que forman el 
, ángulo recto , es medio proporcional entre lahi-^ 
potenusa y el segmento correspondiente de la 
base : y por lo mismo qualquiera cuerda ab 
(fig, 6 5 )tirada desde el estremo de¡ diámetro ac^ 
€s media proporcional entre el diámetro y el 
segmento ád que forma la jperpei^dicular baja- 
da desden sobre ac ^. pues tirada la&c^ el trián- 
gulo abe es r^tángulo én b. 

139 Luego si dadas t , r , se pidiese unO; 
- media proporcional entre ellas ; se trazaría so- 
bre ac:=zt un semicírculo > se tomaría adzzzr^ 
y levantando en ¿í h bd perper^dicular á ac; 
sería' media proporcional la cuerda ab tirada 
de a á b; pues en el triángulo rectángulo 
abe , se tiene aciabiiahad ó t;ab:iab;r. 

1 40 Si después de haber trazado . sobre 
la hipotenusa ac ( fig. 66 ) del triángulo rec- 
tángijlo abe un semicírculo > se ^ 2^argan ab^ 
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ac , y se levanta en c la ce. perj>endicular á ac^- 
en e la e/ perpendicular á qm , y ea g^ h^ k, /, 
m , las perpendiculares á dichas lineas , se pen- 
dra una serie de líneas proporcionales '^ ad: 
abuíc:ae:af,ag &c. en los triángulos rectángu^ 
los semejantes abd , abe , ate , aef, afg &c. 

141 De las dos proporciones^^ aciabiadj 
^ac:hc:dc , se saca (175 t^ I) (abyz=i:ac<ady 
(hcyzziacXdc : será pues , ^íumando ambas 
quacíones, (a&)^-'^H-(Éc)^zi=arxaíi— t— acxdc , ó 
(a&*— *--(6c) ^=af(<íá— h-ííc)' ^ 6 últimamente' 
(¿l&)^-H— (6c)'=flcxaczx;(ac)*^que e^ decir; eí 
cuadrado (ac)' , áe /a hipotenusa de m trian-- 
guh reictángulo es igual á la suma de los cua^ 
dradrn (ab)^-4-T-(bc)^ de los otros dos lados. 

14^ Las partes de dos.cuerjdas ad , bc^ 
(fig. 67) que se cortan en un círculo , son recí-- 
procarr^ente proporcionales ; • esto esy ae parto 
de la if es á eb parte de la a? como ec parte 
de eáta 2? á ed parte de la i* : porque tiran- 
4a las ab y cd , resultan semejantes Iqs trián- 
gulos aeb y ced i por tener los ángulos eti €? 
iguales ( a 2 )., y czr:fl^( 68 ) : luego ( 152) 
ae:eb::ected. Si entre dos paralelas a& , cd^s^ 
tiran como quiera las ad , ,bc que se corten, 
son también 'recíprocamente proporcional^ 
sus partes por la misma raaon. 

143 Dos secantes ab , be (fig. 6S ) rír«-. 
das á un circulo desde un. punto b > son rect^ 
frocament^ proparcionaks con liu partes e*** 
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teriores br , bd ; de suerte que hc^ha::1>r:bih 
porque si se tiran, ad^y rc^ los triángulos brc^ 
iad que tienen ademas del ángulo b comiui, 
oye iguales (68) , serán semejantes ^ luego 
(132) br:bd::bc:ba, 

144 Si se tiran á un circulo desde unpun^ 
tohuna tangente hpy una secano ha y la tan 
gente es media propotcional entre la secante y 
el segmento esterno , ó ba:bp::bpj}r. Tiradas 
las pa , pr, los triángulos apb , pbr son senie- 
jantes ; pues tienen el ángulo b común y a=p, 
(66 y 67) : luego ab:bp::bp:br , y (bp)^j=z 
qbxbr (175 t. I.) Del mismo modo se veirifica 
que ab\bo::bo:br , ó que (fco)'zr:atx6r ; será 
pues , Q)p) ^z=z(búy , y bpzzzbo^ , es decir , se- 
irán iguales las dos tangentes tiradas á un cír-. 
culo desd^ qualquier punto fuera de él. 

14^ Por esta proposición i? se encuen^, 
tra una media proporcional entre m y a ( fig. 
69): tomando una línea, btmzm y br=z.n^ tra- 
zando sobre el diámetro tr ua círculo , y ti-^ 
ruando á él desde b la tangente ba , que será 
media proporcional entre bt y br j ó entre 
m y n. 

146 ^? Se puede dividir una linea ah 
en media y estrema ra^zoríiasíse Haínala di- 
visión de ab en dos partes üd , db tates , que- 
ipa mayor db sea media proporcional entre lá 
nienor ad y toda la ab. Para esto se levanta 
^ el estremo a la j^erpendicular ac igual á 
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)a mitad de ab , con ei radio ca se traza ua 
círculo, por 6. ye se tira bct^ y tomando Mcm 
br y quedará la ab dividida en d y de suerte 
qvLéad:bd::bd:ab. Porque siendo (144) bPibaí: 
baibr ó (177 t. I.) bt-baibar.ba-briir ^ como 
fer-bazrrferirr&rf, (por ser bt^barrubt-iac^btr- 
tr)^ ba^bnmba-bdzzzad ; se tendrá bd:ba:: 
0d:Bdy 6 ba:bd::bd:ad (177 t. I.) Quando la, 
parte rP de la secante es igual á la tangente 
ab , queda la secante dividida en media y es-r 
trema razón enr ; pues siendo (144) bubn:: 
^aibr ; será en tal caso btirtiirUrh. 

147 Si en eí triángulo isósceles \iBc (fig. 
jo) cuyos ángulos b , c sea cada uno duplo 
dea ó de 72*^ , se divide el ángulo &por me- 
dio con la bt , quedará la ac dividfda en me- 
dia y estrema razón en t. Porque siendo se- 
mejantes los triángulos abcytbc , por tener el 
ángulo o común, y a=tbc=^'^6^ ; será ar.cbr.cb: ^ 
ctj 6 ac:at::at:ct, pues cb=bt=at por la igual-' 
dad de los ángulos (87). Luego si be es lado 
del dec^ono inscripto en un círculo , será el 
ingu}o a=zz^6° (^09) yb y c de 72,® i y de 
consiguiente, tirando bt , será bc^=:at , y ^í " 
lado del decágono inscripto en un circulo será 
igual al segmento mayor dd ra^io divididQ* etk 
media y estrema razón. 
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De la* semejanza de las demás figuras, j 

148 Tratemos ya de las demás figuras, 
que para ser semejantes deben tener todas sus 
ángulos iguales , y proporcionales todos sus 
lados ó líneas Aomo/o^aj, es decir, las opues- 
tas á iguales .ángulos , ó situadas sem^jante^ 
mente ea ellas. . Serán pues ^ semejantes los 
pentágonos ABCDE , abcde (fig. 71) > si los 
ángulos Azzra, Bzrzfe,. C=jC, Dz=zd^ Ezne, y 
los lados AB^::BCib(r.<:D:cd::BE:de. 

149 mSí de dos ángulos homólogos C > c 
99 de do^ figuras semejantes ABCPB , abcdey 
99 se tiran á los demás las diagonales CA, CB; 
«c^, ce í loí triángulos en que queda dividí- 
wda la una figura , serán semejantes á los cor- 
«respondientes de la otra." Pues los triángu- 
los ABC,a6cy lo mismo se prueba dé DEC, 
dec j ademan de los ángulos B , b ¡guales , tie- 
nen proporcionales los lados AB, BC; ahy be 
que los forman (148) ; luego serán semejan-» 
tes (134). Será pues , el ángulo w-zro y(ijz) 
AB:ab::ACuic ^ y como .ABiubiiAE^ae , será 
AC'jacitAJEiíae , es decir , proporcionales los 
lados AC,AEj oc,^ ae de los triángulos ABC, 
aecy ademas de ser iguales los ángulos m y 2 
que forman; pues si del ángulo A=a, se qui- 
ta fnn» , quedará m=z ; luego tanibien son 
sem^aote^ los triángulos AQS ^ oce > y do 
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consiguiente todos los de las figuras. 

1 50 For un razonamiento contrario se 
prueba igualmente que si los triángulos en 
que una figura se diyide, son semejantes á los 
correspondientes en que se divide otra ; son 
semejantes las figuras. Y así para construir 
una figura semejante á otra ABCDEdada,'y 
que tenga a be por lado homólogo de BC ; sq? 
llevará be desde C á &'' , se tirará por b^ la 6V 
paralela á AB que encontrará á AC en a' ; por 
a' se trazará la aV. paralela á AE , y por e 
la e^d^ paralela á ED ;^ y resultará la figura 
QdfefaíV semejante á ABCDE. También pudo 
haberse' trazado sobre el lado be dado , el 
triángulo afee semejante á ABC (131) ,. sobre 
ae , el triángulo «ce semejante á ACE , y so- 
bre ec , ecd semejante á ECD , y se hubiera 
tenido la figura abede semejante á Af'CDE. 

151 Para fop/ar XAna figura qualquiera 
ABCDEF (fig./i) j I? se podrá tirar ladia- 
gonal £E , y bajando á ella desde ^odos los 
ángulos las perpendiculares AO , . FS , DR, 
CP , se verá quántas partes tienen de una es- 
cala la BE, dichas perpendiculares , y sus res- 
pectivas distancias BO , OS, SP &c. Tómese 
después unavUneá be del mismo número 4^ 
partes que BE , y determinadas por uno y 
otro lado las dilstanciás feo, os &c. de las per-* 
pendiculares , dando á cada utía el número 
de partes qut les corresponde j quedarán seña*' 
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lados los puntos o, ^, p , r ; en los que levan- 
tando las perpendiculares oa\ j/&c. del mis-- 
mo tamaño que OA , SÍ &c. se tendrán los . 
puntos &, a 5 fydSic. mas principales de la 
íRgura: los ^emas se pueden dibujará ojo; ad- 
virtiendo que si no basta la BE para determi- 
nar dichos puntos 'por ser .muchos •, ó por serí 
grande su distancia respectiva , se tirará otra 
base perpendicular á BB por cuyo medio se 
determinarán. 

152 29 También se pudiera haber co- 
piado agtic^ndo el papel ó lienzo en que está 
la figura áíptro , y picando después con ua 
alfiler sutil los puntos mas principales por 
los quales se podrán determinar los demuis^ 

153 3? Si después 4^ haber picado con 
tm alfiler los puntos de la figura , se aplica 
sobreí otro el papel picado > y se repasan to- 
dos ellos con un Ciiquero , que es un lien^^ 
atado por sus puntas coa carbón molido den- 
tro ; quedarán señalados dichos puntos en el 
papel que se renovarán con tinta ú otro colpr 
permanente, ^ 

i54x 4? Apliqúese sobre un papel, otro 
dado de qualquier color que se quite fáciU 
mente como el de qualquier género de lápiz: 
póng'asie sobre ambos la figura que se ha de 
copiar, y repasando con una punta" roma to- 
dos los contornos y puntos principales , que-^ 
liará calcada la figura en el papel. 
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15^ - 5? Sise aplica a uacristal la figu- 
ra dada.-, en sitio donde le dé bastante luz 
por atrás , y se pone sobre ella un papel ; se 
trasluGiirá por él toda la figura , y será fácil 
copiar todos sus puntos y contornos. 

156 69 Últimamente i quando se trata, 
en especial de la copia de un cuadro ó mapa^ 
se encierra la figura en un cuadrado ó rec— 
tángulo ABCD (fig. E) , se dividen los dos 
lados ABjAt) en partes iguales , y se tiran 
por días líneas paralelas que dividirán el rec- 
tángulo que se llama Cuadrícula , en cuadra- 
dos pequeños f copíese cada cuadrado corres-í^ 
pondiente ^n otro rectángulo que se forína 
igual en un papel ó lienzo , dividido ert 
igual humero de partes , y con las tiíisma$ 
paralelas , y se tendrá la copia de la figura. 

157 Si, en lugar de figuras iguales se 
quisiese un^ copia semejante que fuese la mi-^ 
tad ,.el tercio 5 quarta.. del original , se for- 
mará una Cuadrícula que tenga con la dada ' 
la razón que se desea; y por el primer mé--- 
todo se tomarán sus líneas con el núqiero de 
partes de una escala que tenga la misma ra-*» 
zon que han de tener las figuras. 

^58 Vara lev(intar el plano dé un terre^ 
no jó tratar otro semejante en el papel con 
las distancias respectivas que tie^nen los pun- 
tos ú obgétos principales que en él hayg ; sir- 
T^á dientes instrucndatos. oomo eV Grafó^ 



6r ELEMENTOS 

metro y la Plancheta , la Brújula &c. Habla- 
remos ahora de estos dos últimos coa relacioa 
á los terrenos accesibles por todas sqs partes, 
reservando para después el uso del Grafóme- 
tro en, los sitios en parte 6 del todo ína.cce- 
«ibles. 

La Plancheta es una tabla HMNO 
(fig. 73) de tres pies de largo, y como dos y 
medio de ancho, colocada sobre un pie como ' 
' el Grafómetro (25) : sobre ella se estieude ua 
papel que se afianza con un bastidor, que cog^ 
el perímetro de la tabla : y para dirigir por 
ella visuales á los objetos, se usa de una 
alidada LX con dos pínulas en sus estremos, 
ó de un anteojo si los objetos están á mu- 
cha distancia. 

. 159 Para levantar un plano con este instru- 
mentó, ^se mide una base SR desde cuyos es- 
tremos S , R se pueden ver los mas de los ob- 
getos que se han de figurar : se pone la plan- 
cheta en S y un piqliete en R , y dirigiendo la 
alidada de manera que por sus pínulas se- vea 
R; se tirará en el papel una base EF, dáodole 
tantas partes de una escala , como varas ó pies 
tenga SR. Diríjase después la alidada fijo uno 
de sus estremos en E , á todos los objeto» 
A , B , C &c. del terreno , y por cada direc- 
ción se tirará en el papel una linea indefinida. 
Pásese después el instrumento á R, dejando 
un piqueta en S, y alineando con él la efp dirí- 
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janse visuales á los objetos A , B , C &c: obser- 
vados , las quales señaladas ea el papel , cor- 
tarán las primeras «n los puntos a , b, c &c. 
' que determinarán la posición de los del terre- 
no, á causa de los triángulos semejantes SAR, 
SBR,SCR &c. efu , e/¿, e/c &c. cjue resultan. 
.160 Bl poco aparato que requiere el uso de 
'Cste instrumento , le hace apreciable para de- 
terminar los puntos menos principalefs de un 
plan forjado ya por un método más exacto. 
Si se quisiere por exemplo, añadir al anterior 
efcba un pun^o R omitido; se plantará sobre 
él la plancheta , se dirigirá la alidada por lo^ 
puntos A , tí. , y después por B , fe ; y el con- 
curso / de las iíneas Aa, Bfe tiradas en cada 
dirección , señalará la situación de R : en 
prueba de lo qual la línea tirada po Ce pasa- 
rá también por/. Por lo demás, suelen ser 
Considerables los errores que pueden resultar 
en el uso de la plancheta, ya por ser muy agu- 
dos tos ángulos que sobre ella se forman, ya 
por estar el papel espuesto á moverse. Ade- 
mas de esto , quarldo el mal temporal inter- 
rumpe la operación , hay que volverla á co- 
menzar si se^ha de hacer con exactitud. 

161 La Bríí;ii/a es un instrumento de mar- 
fil, madera ú otra materia sólida (fig. 74) de 
dos hasta seis pulgadas de diámetro,cuya parte 
Interiores un círculo con dos diámetros que se 
cortan á ángulos rectos. £1 estremo de uno 
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de ellos tietlc una flor de lys con que sésjeña- 
la el Norte , uno de los quatro puntos cardi^ 
líales del mundo: desde él empieza la división 
del círculo en ,sus 360° acia la derecha del que 
mira al cielo con la cara al Norte ^ el quai 
tiene el Sur á las espaldas , el Otienve á la 
derecha y el Poniente á la . jzquierda : así se 
llaman los otros tres puntos del mundo. Ba 
el centro del círculo sobre un exe de cobre 
puntiagudo se coloca una aguja de acero to-^ 
cada al imán, muy en equilibrio para qoí^ 
pueda dar vueltas con facilidad ; y todo se 
tapa con un cristal redondo que encaja eqi ua 
rebajo hecho al rededor del círculo para im- 
-pedir que el ayre mueva la aguja^ . , 

162 Como esta tieneiN la virtud comu- 
nicada áe\ itnaa j de dirigir uno de sus estre- 
mosL acia el Norte y otro á¿¡a el Sur; se cui- 
da de colocar tanto en elgrafómetro como en 
la plancheta una brújula para dar por medio 
de ella á los objetos la misma situación en^ el 
papel que tienen en el terreno con relación á 
los puntos cardinales del mundo. Con este fin 
;ie coloca de manera .^ue la línea Norte Sur 
quede paralela con el diámetro del grafóme- 
tro; pues siendo la base común de todos los 
triángulos que se observan , paralela á dicho 
diámetro; con solo dirijir paralela á la aguja 
la línea de fe^ , que es la que pasa por medio 
de la alidada ; se sabrá cQu poca diferencia U 
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situaclod dé, los obgetos respecto de dichos 
puntos cardinales. 

163 Dige con poca diferencia , porque 
la aguja t>egu[n el tiempo y los diferentes lu- 
gares, se aparta mas ó menos de la dirección 
del Norte. Para saber en quántos grados se 
sepSLj^a. , ó- el ángulo de la* declinación de la 
aguja con la línea norte sur , hay que tirar 
^sta línea en^el terreno. Lo que se puede ha- 
cer tra^andoMesde uñ punto dos líneas de 
treinta á quarenta estadales , una acia ^1 sol 
naciente y otra quando so pone , y dividien- 
do por medio el ángulo que formen las dos, 
con una línea > que será la meridiana ó norte- 
sur. Si á ésta meridiana se aplica una de las 
bases AB de la brújula , quedará con ella pa« 
ralelasu línea norte^sur ; y el ángulo que c<>n 
ella forme la aguja, restado de 360° , dará el 
de lá declinación^ 

164 Con ningún instrumento se leran- 
tan mas fácilmente los planos que con la brú- 
jula; pero ninguno ocasiona ; mayores equivo- 
caciones , ya sea por tomaYse .muy agudos 
los ángulo^ por la pequenez de las agujas , ya 
sea por no haberse acaso apartado lo bastan- 
te dé alguna mina de hierro en el terreno j. y 
en casa , de utensilios de hierro , puntas de 
compás , ó de otra l;)rujute. Por eso suele ser- 
vir solamentef pj^ra determinar e/ por menor 
tie un plano ; como el curso de un rio 9 la 
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dirección de un camino, el circuito de una 

laguna , bosque Stc. 

165 Par;j. qualquiera de estos casos se 
plantarán piquetes A , B , C , D , E (fig. 75) 
en todos los recodos mas reparables , se co- 
locará la brújula en A , y suponiendo que sea 
AH la dirección de la aguja; se medirála AB, 
y se verá qué numero de grados trene el án- 
gulo HAB. Puesto el instrumento en 1*. , se 
medirá igualmente' la BC, y el ángulo HEC, 
repitiendo esto mismo en cadíi recodo. Se to- 
mará después en el papel un punto a^ y ti- 
rando á arbitrio laa^ que) represente la direc- 
ción de la aguja ; se formará con el Semidrúulo 
un ingiúo habznH AB , dando á nb tantas par- 
tes de una escala co^no varas ó pies tuvoiíií: 
se tirará después por A la hb paralela a ab^ y 
se hará el ángulo /ifecznHBC , dando á be tan- 
tas partes como medidas tuvo'EC: practique- 
se lo mismo en los demás puntos, y se habrá 
levantado- el plan propuesto. 

166 Los perímetros de dos figuras seme- 
jantes ABCDE 5 abcde (fig. 71) sean regula-- 
res ó no , tienen entre si la misma razón que sus 
lados ^ porciones , diagonales y deríms líneas ho- 
mologas. Parque siendo ( 148 ) AB:ab::BC: 
bc::CD:cd;.DE:de, ^eri (i&oí.I.) AB^-BC^ 
CD + DE ó ABCDE perímetro de la uqa fi- 
gura y suma de los antecedentes , á dibcdepQ- 
rímetro de la otra y suma de los cpnsequentes; 
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como un antecedente ABá su consecuente fl&; 
como qualquier número de antecedentes AB ^ 
BC-+ CD ó ABCD , á igual número dé con- 
secuentes ahcd. Y como AB:ab::AC:ac::CE:ce 
&c. (149) , serán también los lados y períme- 
tros proporcionales á las diagonales , y en los 
polígonos regulares á Ibs radios rectos , obli-t 
cuos &c. de manera que la figura de un perí- 
metro duplo del de otra tendrá lados, dia- 
gonales , radios duplos ; triplos si fuese triplo 
el perímetro &c. 

167 Todas esítas proposiciones tienen lu- 
gar en el círculo , polígono infinita ngulo 
(102), que podemos imaginar dividido erl 
infinitos triángulos con radios tirados á todoi 
sus puntos , que serán las bases y lados infi- 
nitamente pequeños del polígono. De cortsi- 
guíente , las circmf^rencias de los árenlos 
son entre si como sus radios , diámetros , ciíer- 
das y arcos semejantes* De manera que dado 
el diámetro y circunferencia de un círculo, y 
el diámetro de otro , si se nos pidiese su cir- 
cunferencia ; diriamos , el primer diámetro, es 
. a su circunferencia , como el segundo diámetro á 
la circunferencia que se busca , que sería el 
40 término de la proporción. 

Pero hasta ahora está por averiguar la cir- 
cunferencia ó porción de linea recta que exac- 
tamente corresponde á cié/to diámetro , ó la 
razón d¿r diámetro á la circunferencia : teai-' 
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endosa yá casi poi* ¡mpoiiblc la que se llama 
(i 8o) Cuadratura del círculo* Sinembargo, 
son sufícientisimas para la practica las razo- 
nes 7:22 que. tiene el diámetro á la circun- 
ferencia según Arquimédes ,en laque sale ua 
«oló pie de menos en un círculo de 800 pies: 
113:355 que halló Meció ^ y que da un pie 
de falta en una circunferencia de loooooo, 
y 1*3,1415916535897932 &c. hasta cien- 
to veinte y siete notas decimaleSi 

168 Si se diese u^ diámetro de 16 varas, 
hallariamos su' circunferencia de 5o|v. di-* 
ciendo , y:22::i6:'^QjV. y al contrario, el 
diámetro 16 i^. de una circunferencia que tie- 
ne 5o|. V, se fíncuentra por la proporción 221 
7::5o|x;:i6: Últimamente , si dado el diá- 
metro de 201;. se pidiese la longitud de un 
arco de 32*^ 40% se ibuscará prittiero la cir- 
cunfefrencia que es de óij v. y después se di- 
rá , si toda la circunferemia ó 360° tiene 62 
|t;. iquántas tendrá 32^40'? Saqúese el últi- 
mo término 9 y saldrán 5|| varas. 

De las Superficies y PlanoSé 

169, El segundo genero de estensíon ca 
longitud y latitud que se llama área ó super-- 
ficie , es el espacio que encierran las líneas: 
y según sean estas rectas ó curvas, será recti- 
línea y curvilínea ó mistilinea la superficie. 
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También se llama p/ana la superficie perfec-r 
taniente lisa sici hoyos ni eminencias, como la 
d^l cristal ; y curva aquella cuyos, puntos no 
estári igualmente altos y bajos : esta será' oowt- 
veja ó cóncahü como el esterior é interipr de 
un caldero;^ 

1 70 Dicha superficie plana que se con-t 
íidera formada de infinidad de líneas que lle- 
nan todo su espacio (i) , se llama plano 
quando-se imagina separada de los cuerpos; y 
como no tiene grueso, cavidades jii promineur 
c/as , qudlquiera recta que le toque en dos 
puntos^ le tocará en todos ; pues si no, tendría 
una parte en el plano y otra mas elevada ; y 
no seria recta. Por lo mismo , un ptáncí puesta 
sabré otra le toca en todos sus puntos y y foff* 
ma con él un solo plano ; pues se tocan pre- 
cisamente todas las rectas- que los forman* 

171 Tres puntas que na están en linees^ 
recta y determinan la situación de un plano^ 
porque si dos planos pudieran tener tr^s punr- 
tos comunes , ó los tendrían todos y fotrma-i 
rian un solo plano, ó tendría uno de clips 
alguna parte elevada sobre el otro plano , la 
que no puede ser (169). De consiguiente^ 
tres, puntos que no estén en línea recta ^ na 
pueden ser comunes á dos planos. • . ^, 

172^ Deaquí se infiere que por tres 'pun^^. 
tQs qualesquiera v. gr. los de uá triángulo,. 
«e podrá hacer p^ar un glano : y á.^ consij? 
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guíente dos rectas BD , BC (fig. 76) que se 
corten , estarán eh uu mismo plano, determi- 
nado por los tres puntos D , B , C : y lo mis- 
mo dos paralelas TH , AB^ 

173 Una recta AB perpendicular á un 
plano MNOP, es también perpendicular á to-- 
das las líneas puestas en el misma plano que 
pasan ^ por- el punto B de la perpendicular:. 
'pues si no lo fuera, se inciinaria acia algún 
lado del plano , contra el supuesto d^ ser per- 
pendicular. De consiguiente , dos líneas Jíí^ 
AB perpendiculares á un plagio son paralelas 
entre sí : pues uniéndolas con HB íson pqr-* 
pendiculares á la HB (43)^ 
i 174 Desde un punto tomado en un plana 
*o fuera de él , no se puede tirar mas que una 
perpendicular á dicho plaiw^ "porc^xt si se pu- 
dieran tirar dos desde un mismo punto , se 
podrían tirar dos perpendiculares desde un 
rpunto á una línea ecta , lo qual es imposi- 
ble (33). 

175 Si doj p/(jnoj ENM A , EOPS (fig. 

77) se cortan , la común sección es una línea 

recta : porque si tomamos dos puntos en di- 

^ha sección^ la recta que pase por ellos, ha de 

ccstívr toda en cada uno de los planos (3): 

iuego será la común sec9Íon , y será linea 
cecta. 

176 S¿' dos planos EMNA , BOPS son 
perpendiculares al plano RQ ^ su común íec— 
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cion DC será también perpendicular al plano: 
pues si del. punto G se levanta uña perpendi- 
cular al plano RQ^ deberá hallarse toda en 
cada uno de los planos EMNA , BOPij lue- 
go será laconiun sección, 

177 La inclinación de dos planos AN 
. BP se mide por el ángulo ACB que forman 

dos luieas AC , BC perpendiculares á la cp- 
rnun sección DC, tiradas una en el plano AN, 
y otra en el plano B'P : pues si imaginamos qua 
sobrepuesto el pirnto A á B , se aparta des- 
pués el plano AN moviéndose al rededor deí 
cge DC ; trazará B hasta volver á su lugar, 
el arco AB: luego medirá la inclinación de' 
los planos el. ángulo ACB , cuya medida es 
AB. 

178 Luego en la intersección y éncuenr- 
tro de dos ó mas planos se verifica quántó 
dejamos demostrado en la intersección y en- 
cuentro de dq3 ó mas líneas (18, 22 y sig. 27 

y sig. .43 hasta 48 ) que escusamos repetir 

aquí, 

179^^ Los planos son ,paraleIo$ quando 
distan igualmente por todas partes : y así si 
un plano corta dos ó\muchos planos paralelos^ 
las comunes, secciones son también paralelas; 
pues si no, alargándolas se vendriaíi áj'untar, 
y de consiguLÍeute los planos , contr;* Íq su-* 
' puesto de ser paralelos. 



^, 



\ 



73^ ELEMENTOS 

* 

Medida de las Superfióhs, 

1 8o Las superficies se miden con cuadra- 
dos , por ser 1^ figura mas sencilla : y así cua-. 
drar ó medir una superficie ABCD (fig. 78,) 
es averiguar las veces que en el la cabe otra su- 
perficie cuadrada y conocida abdc que se toma 
por la unidad. Y cpmo ABDC se puede con- 
cebir formada (i) por la recta DC que se 
tnueve paralelamente á si misma lo largo de 
BD, .dejando rastro tras sí' de su movimiento; 
á cada paso D6 que ande, igual al lado dh. 
del cuadrado abdc que se toma por la unidad, 
formará tantos cuadrados iguales áa&dc, quan- 
tas veces dicho lado Pfió De quepa en la lir 
nea De, que son quatro. Luego dicha super-. 
ficie contendrá tantas veces quatro cuadrados 
iguales á abdc y como veces su lado ah ó D6 
quepa en fa base ED , esto es-, el producto, 
del númci'O de veces que el lado del cuadra- 
do cabe en U base y en la altura. Esto espre- 
íaremos mas sencillamente en lo sucesivo di- 
ciendo qué la superficie de un paraklogramo 
rectángulo es el producto de la base por la al- 
tura ^ bien que con impropiedad; pues ñi una 
línea puede multiplicarse por otra no siendo 
numero' abstracto (15 í.I.), y si se pudiera 
multiplicar, resultaría una linea y no una- 
superficie. - 
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I Si Luego i^ la superficie de tín cua- 
drado es el producto de la base adela áltu^ 
xa por si : y la de un paralelogramo qual- 
quiera BCDF (fig.. 45) es el producto: de su 
hase BC por su altura DT ó AR ; esto es, 
BCxAB : pqrqué BCDF es igual á ABCE 
(97) , y este tiene por superficie a BCxAli 

(180). , 

I Si 2? La superficie de quatqurer trian-' 
guio , como mitad que e^ del paralelogramo 
de igual base. y altura que él (96), es la mitad 
del producto de su base por su altura , ó el 
producto de una de las dos , por la mitad de 
la otra. 

183 La superficie de un trapecio abca 
(fig. 79) es el producto de su altura ed pot 
la mitad de la suma de sus bases paralelas 
be, ae : porque con la diagonal ac queda di- 
vidido en los dos trángulos abe , ace , cgiya» 
superficies son (182) , | ¿cxed— t— J aexedl 
luego la suma de estás dos superficies o la 
del trapecio será J (&c— *— ae) xed. Si se toma 
ao^znob^ y se tira or paralela á be , será la su- 
perficie del trapecio edxto : porque tirando 
por ola mn paralela á ec, se tiene ito=ien—^—mc^ 
y rorz:í (e«-H— me) zz:^ (ae— H-fcc) , poniendo 
bm en Fugar de an su igual en los triángulos 
aon^ bom iguales , por tener aozzzob , los án- 
gulos en o iguales (22), y lo mismo ay b 

(45X ' : ' - • ' . ' 
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184 La superficie de. un poUgorU) regular^ 
ABCDE (fig. 51) es el producto del radio 
recto por la mitad de su perímetro ; porque 
siendo la superficie de cada uno de los trián- 
gulos iguales en que se divide (108) , el pro- 
ducto de su altura OM por la mitad de su base 
AB(i82);será lade todos los triángulos ó la 
del polígono, el producto de la altura ó radio 
tecto OM por la mitad de todas las bases ó la- 
dos del polígono que forman su perímetro, 
^uego uja' triángulo que tuviese por base el 
perímetro del polígono', y su radio recto por 
altura; tendría la misma superficie que el 
polígono : pues seria también el producto del 
radio por la rrtitad del perímetro. 

i8,$ Camo el círculo es un polígono ¡n- 
fiaitángulo (102), será su superficie el pro^ 
ducto del radio por la mitad de la circunfe- 
rencia p 6 de esta por la mitad del radio : y 
equivaldrá ala superficie de un triángulo cu- 
ya base fuese la circunferencia , y la altura el 
radio. La superficie de un círculo de 20 pies 
de diámetro, cuya circunferencia es 62|(i6g)j 
será 3.i4|ples cuadrados, producto de 5 mi- 
tad del radio, por la circunferencia 62|. 

186 La superficie de un sector de círculo 
ACBD (fig. 80 ) que es el espacio contenido 
entre dos radios CB,CA y el arco AB,cs el pro- 
ducto d^ la mitad del radio por el valor del 
arco AD3. Si este arco B^r cgemplo , es de 
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32® 40^> y í^ diámetro de 20 pies; /tendrá 
el arco 54| pies ( 1 6g ): multipliqúese por 5 
mitad del radio, y resultarán 28 \j pies cuadr. ' 
por la superficie del sector. 

187 Un segmento de círtulo ABD ó el 
espacio encerrado entre un arco ADB y sii 
cuerda AB, tiene por superficie á la del sector 
ADBC menos la del triángulo ACB- Y la de 
una corona X se hallar^ buscando separada- 
mente la de los dos círculos que la componen, 
y restando U superficie del menor de 1^ det 
mayor, 

1 88 Para sacar la* superficie de un po- 
lígono irregular, se le divide en trrángulo% 
en los menos que pueda ser: se saca la de 
cada uno , ó de cada dos, si se les puede dar 
una base común; y la sum'a de todos , será 
la del polígono. Si en el ABCDEF. (fig. 72) 
st toma la diagonal BE por base de ios dos 
triángulos BEC , BFB ; se sacará de una vez 
la superficie de ambos, multiplicando BE por 
la mitad de las alturas PC , FS : y añadiendo 
á la superficie quo resulte , la de los triángu4 
los FAB , EDC que se sacará cada una por 
$í ^ se tendrá la del polígono. 

189 Quando/éstá terminado de alguna" 
línea curva irregular , se le reduce según Jo 
muestra la figura 8 1 , á polígono rectilíneo, 
y después de medirlas superficies mistilineas 
restantes, ó como triángulos ó como scgmen-^ 
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tos de círculo , se unirán á la 4el polígono 
para tener la total sin Qrror sustancial. 

De consiguiente cjualquier terreno acesi-«- 
ble ó ¡nacesible se podrá medir , levantando 
su plano (1587 sig. ), y midiendo después la 
superficie del plano que resulte en el papd 
cu partes de la escala'que sirvió para el pla*- 
no : esa misma deberá ser la del terreno en 
pies ó- varas. Quando el terreno está termi- 
nado de líneas curvas como suele suceder á 
un pantano , boaque ó montaña ; cierresele 
entre líneas rectas , y cercénense de Ja su^ 
perficic que resulte y las porciones que no le 
pertenezcan. : 

Conviene . advertir que el terreno que 
está en cuesta , no se > -debe, apreciar por su 
superficie apan'ente , sino por la utilidad que 
puede tener en labranza , árboles y car 
d¡as &c. Todo esto se planta y se edifica per- 
'pendicularmente : es decir, que en la cuesta 
AB (fig. 128) par eg. nunca se podrán plan^ 
tar ínas árboles ' qu¿ Iqs que caben en 
la línea orizontal AD. D.e consiguiente si se 
gradúa qué cabrán en la cuesta la mitad que 
en DA; se debe valuar la superficie de la 
íTuesta en la mitad de AD , y aunen menos, 
por la incomodidad que trae Ubrar.á edifi^ 
^ar en terreno que está pendiente^ 
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Kiduccion y división (¡e las Superficies^ 



í 90 Un paralelógramo BCDF (fig. 45) 
se trasforma en un cuadrado \ igual en su- 
perficie; buscando (139) una media propor- 
cional ÁI eiitre la base BC y la altura' 'DT,^ 
y esta será el lado del cuadrado : porqué 
siendo BC:M::M(pT ; será (175 t. I.) BCx 
DTz=zM': ó la superficie del paralelograni0 
igual á la del cuadrado. ^ 

191 Una media proporcional entre la mi- 
tad de la base y la altura , ó entre la base y 
la mitad de la altura de un triángulo 9 seria 
el lado del cuadrado i^ual á él en superficie 
(182) s y lá media proporcional entre el ra- 
dio y la semicircunferencia de un círculo dará 
el lado del cuadrado de una misrna superficie 
que él (185). 

192 \Ína Jígura rectilínea qualquierá 
ÁBCDÉ (fig. 82) se reduce a otra igualen 
superficie , y que tenga un lado mérios j tiran- 
do la diagonal BD , y por el pun^o C la Cú 
paralela á BD , que coftará en G el lado AB 
alargado : tirando después la Dd , resultará 
el quadrilátero AGDE igual al pentágono 
ABCDE. Porque siendo iguales los triángu- 
los GBD , CBD (07) por ser de' unannisma 
base y estar entre las paralelas BD , CG ; si 
del pentágono se quita el triángulo CBD , y 
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$e le pone su igual GBD, quedará AGDEs;s 
ABCDE. Si al quadrilátero AGDE se le quita 
por el mismo método otro lado AE , quedará 
reducido al trángulo FDG igual á él en su- 
perficie : de consiguieate , qualquiera figura 
rectilínea podrá trasforn^arse en un triángu- 
lo de igual superficie, igualmente que en cua- 
drado (190). 

193 Parü reducir un triángulo ABC (fig. 
2 i) á otro igual en superficie ^ que tenga su 
vértice en un punto dado D ; tiren- 
se a los puntos A , C las DA , DC : por el 
vprtice B la BH paralela á la base AC, y por 
el punto H dónde la DA corta á BH , la HE 
paralela á DC ; y'tirando finalmente la DE, 
será ADE el triángulo que se pide. Porque 
tirando la HC , los triángulos DHE , HEC 
de una misma base HE , y que están entre 
las paralelas DC, HE, son iguales (97): jún- 
tense con el triángulo AHEen la lí figura, 
y réstense de AHE en la 2? y 3? , y resultará 
el triángulo ADE igual á AHCí y como este 
es igual á ABC triángulo dado, por tener una 
misma base y estar entre las paralelas BH, 
AC ; será el triángulo ADE=ABC. 

De esta ^práctica se deduce el modo de 
trasformar un triángulo isósceles é equilátero 
ABC eu otro obstusánguló ó escaleno ADE 
que le sea igual- Y «i se quiere reducir el 
ABC (fig. F; isósceles é equilátero á otro igual 
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que sea rectángulo ; después de bajar la per- 
pendicular CD , y alargar la base AB hasta ^ 
que DE sea igual á AB, sfe tendrá A£C=EDC 
rectángulo. 

195 Para dividir un triángUo ABC(fig. 
84) en las partes iguales que se quiera por eg. 
en dos, con líneas tiradas desde un puntó dado 
J}j se dividirá la base AC en dos partes igua- 
les en E , á donde se tirarán las EB y^ ED, 
y desde B la BF paralela á DE : tírense por 
último DF , DB , y estaá dividirán al trián- 
gulo en dos partes BDFA , DFCB iguales- 
Porqué los triángulos ABE , EBC de bases 
CE , AE iguales , y de una misma altura BE, 
^on iguales (97) : también lo son BEF, BDF, 
por tener- una misma base BF y estar entre 
las paralelas EF, DE: añádanse á ABF , y 
resultará el triángulo ABE mitad del total 
ABC , igual al trapezoide AFDB ^ y de con- - 
siguiente la porción DFCB sera la otra i 
mitad. / i 

Si se pidiese encontrar en un lado AC del 
triángulo ABC (fig. G) un punto desde donde 
se le divida en qualquier número de partes 
iguales corno en quatro-^SQ tomará AHzz:-AC, 
y tirando la HB , será AHB la quarta parte de 
ABC : dividase después BHC en las tres par- 
tes ¡guales BHF , FHE , EHC como hemos 
dicho ya (195 ), y quedará ABC dividido 
como se pide. 
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194 Para dividir en, qualesquiera partes^ 
por egemplo en dos , un/ quadrilatero ABCD 
(fig, 85) desde un punto E dsdo en utio dé 
sus lados^y sé reducirá primero al triángulo 
ADF (192)); se tirará después la DÉ y la DG 
á la mitad G de lá base AF ; y será el trián- 
gulo ADG niitgd dé ADF ó del quadriláfte- 
ro AECD : finalmente trácese por G la GH 
paralela áP.E,,y tirando EH, dividirá.al 
quadrilatero como se pide. Porque siendo 
iguales los triángulos Í)EH, DEG de una 
misma base que están entre las paralelas GH, 
1)E , si se añaden á ADE; se tendrá ADG 
initad del quadrilatero, igual á ADHE. 

195 Vara dividir en quantas partes se 
quiera^ sea en tres , el polígono ABCDE (fig¿ 
8 6) con líneas tiradas desde uno de sus ángu- 
Jos D j trasfortnesele en el triángulo TDF 
(192), divídase su base TF en tres partes 
iguales en H y (Í, y tirando Í)H, DGj quedará 
dividido el polígono en tres partes iguales: 
pues son iguales los tres^ triángulos TDH, 
HDG, GDF que tienen una misma altura- y 
bases iguales. Quando alguno de los puntos 
G , H , &c. cae fuera del polígono como su- 
cede en ABCJDE(fig. 86+), el qual si se di- 
vide en quatro partes iguales como acaba- 
mos de decir , queda fuera el punto H j se re- 
duce el triángulo HDI al q^uadrilatero AODI, 
tirando por H la HO paralela á AD. 
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1 9 5 Un quadrUátero ABCD (fig. H) se divi- 
dirá en qualesquiera partes iguales por eg. en 
tres con líneas tiradas desde un punto I dado 
en- uno de sus lados; dividiendo AB en tres 
partes iguales en M y N , tirando las LM, 
NK paralelas á AD, qne dividirá en tres 
partes ¡guales el paraleíograrao ABCD: di-r 
vjdanse por medio ML^NK en O y R , y ti- 
rando por ellpsTH, TS, partirán al paraleló- 
gramo como se pide. 

Comparación de las Superficies. 

196 Siendo las superficie de un paralefo- 
gramo el producto de ia base por su altura 
(180) ; si llamamos B la base , A la alturay 
S la superficie de uno ; b j a^ s la basé, ahtura 
y superficie de otro; será SrzrBxA, jxrfcxa; 
luego S:í::BxA:fcxa ; es decir , las- rítperficies 
de los paralelogramos son como los productos 
de sus bases por sus alturas, ó están en razón 
compuesta de bases y alturas^ (172 I. t.) 

197 Quando ^zzzb , la proporción S:j:: 
ABiab ^ se reduce-áS:j::A:^, y^^quaado A=ay 
es S:i::B:&: esto es , las parálelogfamos de un0> 
misma base son como sus alturas y y los de wia 
misma altura son como sus bases. 

198 Si las bases de los paralelogramos es-^ 
tan en razón inversa de sus alturas y "serán sus 
superficies , igiialei : *y.si.son iguí^es y. tendrán 

Tmo 11 S 
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bases y alturas recíprocas: porque si B:B::a:A, 
será (174 1. 1.) DxAzr&Xí/ ó Sz=^ :'y si Smx 
ó B^A=bxa y será (176 í. 1.) h:b::a:A, 

Í99 Como los triángulos son mitades de 
los- paralelog ramos de igual basey altura (96), 
tendrán también (183 r. L) la razoñ compues-- 
ia de bases y alturas • los dé i^ual base serán 
como las alturas , y los de igual altura como 
sus bases : los iguales en superficie tendrán sus 
bases en razón inversa de sus alturas ; 3^ los 
que tengan bases y alturas recíprocas ^ serán 
iguales en superficie* 

200 En los paralelog ramos y triángulos 
semejantes , en los que la razón de las bases 
es igual á la de las alturas (148), será la ra- 
zón Compuesta de bases y alturas que tieñea 
dichas figuras (196)^ duplicada de qüalquie- 
ra de ellas (17! t. L) ; luego los paralelogra- 
trios y triángulos semejantes tienen la razón du-^ 
plicada de sus bases o ahuras ^ ó son como sus 
cuadrados : y como la& bases y alturas son 
proporcionales á todos los lados homólogos, 
serán dichas figuras como los cuadrados de sus 
lados honwlogos i y así s^rá S:j::A';a'::B':i* 

&c. . 

201 : Luego las superficies de qualesquiera 
figuras que tienen la razón xompuesta de los 
dos factores que lasproducen^ quando sonseme-- 
jantes ; tendrán la razón duplicada de sus la- 
dos homólogos y ó serásn xorño sus cuadrados: 
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pues siendo los triángulos en que dichas fi- 
guras pueden dividirse, partes semejantes su- 
yas (149) j deberán tener la misma razón que 
ellos (183 1. 1.) y que es la de los cuadrados 
de sus lados homólogos (200). Y así , las su- 
perficies de Iqs polígonos regulares semejojites 
son entre sí como los cuadrados de sus pertme-^ 
tros , diagonales , radios rectos y oblicuos : y 
las superficies de los círculos ó semicírculos son 
como los cuadrados de las circunferencias , ra-^ 
dios y diámetros , aj-cos y cuerdas semejantes, 

202 Ppr ser (141) {abyzzzacxadzzzaepd 
(fig. 87), y {bcy=:acxdcz=:dpfcl será(a6)*-+- 
(bc)^ zzzaepd—i^dpfc : ó el cuadrado V. de la 
hipotenusa ac igual á la «uma X— *— Z de los 
cuadrados de los otros dos lados oé , be: pro- 
posición que demostramos (141) : y que tam- 
bién consta de que siendo semejantes lofi trián- 
gulos abe y abd, bdc (135) » será (200) abe: 
abd:bdc::(acy:(aby:(bcy::V:X:Z , y siendo 
ahcz^zabd—^bdc j será VinX— *— Z. * 

203 Luego 1 9 X=V— Z, y Z=V.— X, 
ó el cuadrado de cada lado del ángulo rectOy 
es igual á la diferencia entre los cuadrados de 
la hipotenusa y del otro lado. i9 <2¡uando el 
triángulo rectángulo es isósceles , q1 cuadrado 
de la hipo,tenusa es duplo del cuadrado d^ 
cada lado , esto es , (flc)'zr:2(a6)'; y de con- 
siguiente;. flc=V2(ab)*r-:flb V 2 , que es un4 
cantidad inconmensurable ; y como ac es en- 

F2 
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tóncés diüironal del cüadrítdo abcV^ sera la 
diagonal de un cuadrado inconmensurable dott 
sus lados : es decir , no podrá con los lados 
espresarse el valor de la diagonal. 

204 ' 39 Toda figura formada sobre la 
hipotenusa de un triángulo rectángulo es igual 
ó \a suma de las semejantes trazadas sobre 
los otros dos lados Vpor egemplo, el semicírcu- 
lo abca es igual á los semicírculos üXfc, fcZct 
J)ues siendo abca:aXb:bZc:t(acyt(abyt{bcy 
( 201 ) , y (ac)^=(tí&)^rH^ (bc)^ ; será fam- 
bicri ¿&rai=rífX6+fcZc. Si se quita de ambas 
partes aoha , bhcb común, queda ríX6o-*&ZcA 
ijgual at triángulo abc^ y'qüando ahzizbc 9 se 
tieiie aohKzizahd. Las porciones de círculo 
oX&a, bZch^Q llaman las Lúnulas de Hipó^ 
cratesy que encontró sü cuadratura. 
• 205 •4?.E/ cuadrado de la hipotenusa es á 
los cuadrados de los otros dos lados -^ como la 
hipotenusa á los segrhéntás cotre/pbndientes a 
dichos lados 'y ó (oc)': {aby: (bcy::ac:ad:dc: 
porque (ac)^: {abyt (bey ::abc:abd:bdc::ac:ad:' 
de y pues teniendo los tres tri^||gulos una mis- 
ma altura bd , serán Como sus bases ac , ady 
dc(\gt))^ • ' .\ 

206^ 5? Luego ios" Cuadrados de dos cuer- 
das ab, ah (fig. 65) tiradas desde un «jfre- 
tno a del diámetro ^ son entre sí como las par-^ 
tes ad> flr -que cortan en él las petpendicula-^ 
¥es bd,' br bajadas de los estremos,(k dichas 
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^cuerdas : porque en ql triángulo rectángulo 
«¿c, (acy: (aby::ac:adf y^nahc t$ (ac)^:(ahy :: 
aciarj luego (aby:(ahy::ad:ar. 

207 De las figuras regulares isoperí^ 
metras la que tiene mas lados incluye mayor st(- 
perficie. Sean poregemplo, un cuadrado y u a 
pentágono (fig.SSj : si se inscriba en ellos 
un círpulo , Qstarin sus superficies en razqn 
de los radios ac , mh ; pue son el producid 
de la mitad d^ su perímetro por dichos ra- 
dios; luego nm es mayor que ca : porque sí 
fueran iguales y de consiguiente sus círculos; 
íería menor el perímetro del pentágono que 
el del cuadrado (102)', contra lo supuesto d,e 
ser iguales ; luego es mayor la' superficie del 
pentágono que la del cuadrado. De - consi- 
guiente el círculo que es un poligono de infinir^ 

" tos lados , tieue mayor superficie que otra qual- 
quier figura de igual perímetro: 

208 Para hacer dos figuras que tengan 
entre sí una razón dada como la de i ; 3 j se 
tomarán en una4ínea indefinida ac (fig. 6j) 
dos pí^rtes que sean entre sí como 1:3, de 
suert^e_que sea -^adrrzdci desde su mitad o se 
trazará un semicírculo , y levantando en d \á 

-perpendicular db , serán ah ^íc tiradas á loa 
estremQs del diámetro los lados homólogos de 
las figuras qhe se pi^en , las quales se traza- 
rán semejantemente sobre ellos. La razón, dé 
la operación es evidente, pvies l^s figiirgs se-t 
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mejantes trazadas sobre ab y be , son entre sí 
(201) como (aby:{bcy::ad:dc::i: ^ (206); 
luego &c. 

209 Sí dada la figura abcde (fig. 71) se 
desease otra de una superficie tripla, ó que 
tuviese con ella la tazón de 3 : i ; suponiendo 
á uno de sus lados ab dt 10 varas , hallaría- 
mos el homólogo AB de la otra figura , ha- 
ciendo I .-3 ::( 10)^:3 00, cuadrado de AB ; de 
suerte que AB=v 300^=117,32 varas con po^ 
ca diferencia : bagase ahora ab: AB::6c:BC:í 
fd:CD::de:DE , y se tendrá la longitud de los 
demás 9 que unidos con ángulos iguales á a , &, 
Cy dy €9 formarán la figura ABC DE que se 
desea. 

De los Sólidos. 

210 La última especie de estension que 
reúne longitud , latitud y profundidad ó al- 
tura, se llama joi/do, cuerpo ó volumen geo-- 
métrico : será regular , si las superficies que 
le rodean, son iguales y semejantes, y sus 
ángulos sólidos iguales ; los demás son irregu- 
lares. El cuerpo de quatro superficies se llama 
tetraedro y el de cinco -pentaedro , y exáedroy 
eptaedroy octaedro....polyedro ej de seis , sie-. 
te, ocho.... y muchas s^perficies. 

211 Lamamos ángulo sólido al formado, 
de mas de dos ángulos planos que concurren 
qti ún punto : tal es H (fig. ^9) compuesto 
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de los ángulos DHA , AHB, BIÍC , CHD. 

I*a medida de estos ángulos coiTipone la del 
ángulo sólido que ^s siempre menor que 360°: 
pueíi si se tira la perpendicular HJ, y i^s 
DO , CO , BO , AO ; será cada ángulo AOD 
mayORq[ue su correspondiente AHD , por te- 

' ner su vértice mas cerca de I5 base con\un* 
AD; luego todos los ángulos formados en H 
valen menos que los formados en O que coai^ 
ponen- 3 60° (19). 

También cada árifftilo de los que forman 
el ángulo sólido , es nienor que la suma de los 
demás : pues si llegase DHC por exemplo, a 
ser igual á DHA-f-AH3-H-BHC, puestos 
estos sobre aquel no compondrían un sólido, 
sino un plano, 

112 Elsólidd ABCPDE (fig. 90) cuy^s' 
dos caras opuestas ABC , DEF que son sus 
bases , son dos pUnos iguales v paralelos , y 
las demás superficies ABED^'EBCF^FDAC 
paralelogramos ; se llama prisma : y puede 
considerarse formado por el plano ABC mo- 
viéndose paralelamente á sí mismo lo largo 
de la rect^ AD, dejando rastró de su camino. 
ABC se llama plano generador , y cada plano¡ 
infinitamente delgado de los que forma , ele^ 
menta del prisma. L-a perpendicular HO tira^ 
da de qiulquier punto de im^ de las bases á \í\ 

• otra, es fa «/í tira: y las líneas AD, BE, FG 
lados del prisma. Quando estos son perpeo,- 
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diculares á lá base y ó ¡guates á la altura^ st 
llama el prisma recio; y oblicuo (fig. 9i)qüán-r- 
do no. Últimamente , será triangular , cwa- 
drangulary petitagonal &c. él , prisma , segua 
el plano ABC sea triángulo , cuadrilátero, 
pentágono &c. 

213 Q Jando el plano generado^ es ua 
paraleíogramo AB^CD (fig. 92 ), el prisma 
que resulta , toma el nombre de paralelepí-- 
pedo , que tiene por superficiÉiS seis paralelor 
^r^mos; quando es un cuadrado ABCD ( fig, 
93) consta de seis cuadrados iguales , y s^ 
llama cubo. Un círculo AEBF ( fig. 94 ) pro- 
duce un sólido ABpC que s^ llama cilindro^ 
que será recto quando cae perpendicular la 
l^ñea OH que pasa por los centros de las dos 
bases , y es su ege : y oblicuo (fig. -95), quan- 
do cae inclinada. También puede considerar- 
se producido el cilindro, por el rectángulo . 
ACHC que dé una vuelta al rededor de HO 

(fig- 94)- 

214 Si no3 fiiguramos que una recta AH 

(fig. 89) fija en el punto H , corre con el es- 
tremo A los lados de la figura ABCD ; habrá 
producido la superficie lateral de un sólido 
que se llama ^Vow/de , cuja base es ABCD, 
y cuyas caras son triángulos que tienen su 
vértice en un mismo punto H, que es el vertir 
ce 6 cúspide de la pirámide: su altura es la HO , 
girada perpendicjAlarmente desde el ver- 
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tice nH á la base ^ y su ege la , tirada desde H 
al centro del polígono de la^ dicha base. Qu-^ 
ando el ege es diferente de la altura , y el po- 
lígono de la base irregular, será lá pirámide 
irregular t pero si coincidiese el ege y la altu- 
ra , y el polígono de la base es regular ; lo 
será también la pirámide, y todos los trián- 
gulos CHB, BHA &C. serán iguales é isósce- 
les. Una perpendicular H F , tirada desde H 
sobre uno de los Jados de la base , la dividirá 
por medio (82) , y sl&rá la altura de todos Iqs 
triángulos^ se llama apoteana. L^ pirámide 
triangular tiene por base un triángulo , la 
cuadrangular uti cuadrilátero &c. 
• 215 Si la base de la pirámide fuese un, 
círculo (fig. 96) ó un polígono de infinitos 
lados, resultará un sólido t]tie se llama conot 
que se puede considerar formado por el trián- 
gulo rectángulo AOH que diese una vuelt^ 
al rededor de OH- : OH es su ^e , y altura 
quándo es perpendicular : las lineas AH ,CH 
&c. sus lados , que se equivocan con los apo- 
tecn^as j y según que la OH sea ó no perpen-^ 
dicular á la base, será recio n oblicuo el cono. 
216 Si el semicírculo AEB (fig. 97) da 
una y^ielta entera al rededor de su diámetro 
AB , producirá la esfera ' AEBD A , vque es wm. 
sólido de revolución terminado de una super- 
ficie curva i cuyos puntos distaa igualmente 
del puoto Q que es sú centro. P arco FA for-- 



go ELEMENTOS 

ma en lá revolución el casco ó casquete esféri^ 
coFTHA. El sector circular FCA engendra 
el sector^esférico CFAHT: FAO mitad del seg- 
mento FAH produce el segmento esférico 
FTHAO, cuya ba^e es el casquete FTHA. 
Á qualquiera AB de los diámetros llamare- 
mos ege de la esfera , polos á sus dos estreñios 
yí, B; y zona á la parte EHFD comprendi- 
da entre dos planos pa.ralelos. 

217 Un semipolígono que hubiera dado 
una vuelta al rededor del diámetro , hubiera 
producido un esferoide , regular ó irregular 
según fuese el polígono: y como el círculo es 
un polígono infinitángulo (102); será tam- 
bién la esfera un esferoide infinitángulo. 

%iS. Si imaginamos perpendicular es tima- 
das desde la circuiiferencia á todos los pumos 
del diámetro AB , cada una describirá como 
jíadio en la revolución un círculo , y de coa- 
siguiente juntos todos formarán la solidez de , 
la efera : luego si á la esfera la corta un 
plano qualquiera» la sección será un círculo^ 
tanto mayor quanto mas cerca esté de centro: 
los que pasan por él, se llaman círculos maxi^ 
xnos y y los demás menores. 

Pe la medida y comparación de las superficies 

de los Cuerpos^ 

2 19 •La superficie del prism^. recto(fig.9o) 
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sin contar la de sus bases ABC , DEF , que 
se llama lateral j se compone de los paralelo- 
gramos rectángulos 4E, EC,i4F, cuya me- 
dida es (180) el produi?to de sus bases AB^ 
JB.C ,^ AC por la altura común AD. Las caras 
del prisma oblicuo (fig. 91) son los paralelo- 
gram,os AG, GD, Df, TE, EF de lados 
AF , BG , DH &c. iguz^les ^ cuya sjuperficie 
^on.siderando á estos lados como bases de los 
paralelog ramos, y tirando sobre ellos sus al- 
turas , ó las perpendiculares, ab^ be, cd, de, es 
( 1 8.0) el pruducto de estas ultimas por una 
de las bases ó la4os iguales A¥^ Lo mismo se 
debe aplicar al par^lelep^e^o > cubo y cilin- 
dro. 

2-2 q Luego la superficie lateral ó sin con- 
tar las bases , de un prisma (fig. 90) e?: el pro-: 
ductod^el perímetro /IBC de su base por la 
altura AD si es recto ; y^i es oblicuo, el pro- 
ducto de uuo. de sus lados AF po.r el períme-- 
tro abcde perpendicular á dicho lado. La su-, 
perficie del cilindro ^D fig. 94) es el produc-. 
to del perímetro AEBF por la altura AC. Para, 
medir la del cilindro oblicuo AD (fig. 95), 
basta para la práctica multiplicar uno de 
sus lados BD. por la longitud de un hilo en- 
rollado por el vestigio de la seccion^^£e¿ 
perpendicular a BD, La superficie lateral se 
añade á la de las dos bases para tener la total. 

221 Los triángulos ADR, ^H>,BCH,. 
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DCH (fig. 80) que son las caras de la pirá- 
mide ABCDH , tienen por superficie (182) 
al producto de sus bases AB, BC , CD, UfA. 
por la mitad de HT al tura de todos jos trián- 
gulos (214) : luego la superficie lateral ^e una 
pjrámtde es el producto del perímetro AB-\-BC\' 
CD+DA ífe la base por la mitad de su apta- 
tecmq ; ó i (HTxABCDA).' En la pirámide 
iriclmadá se mide cada cara de por íí , y U 
suma de la superficie de todas es la de la pi- 
rámide. La superficie lateral del con|o AC^T 
(fig. 96) es la mitad del producto de la cir- 
cunferencia ABCD de la base por uno de sus 
lados AH , ó í ( AHxABCDA). ' 

222 En un trozo ó tronco áe. pirámide 
de bases abe, ABC paralelas (fig. 98) los tra- 
pecios A& , Be , Ca , componen su ' superficie 
que es (183), el producto de la mitad áíe sus 
bases paralelas AB , ab ; BC , be ; CA ^ ca 
por la altura común ht ; ó tirando mp, pn, nm 
por la mitad de Aa , Bb\ Qc ; hfxmpn : luego 
la superficie lateral de un tromo de pirámide 
es la mitad del producto de los perímetros 
abe, AEC de sus bases por la altura ht , esta 
es , f (abc-+-ABC)xht : ó mpiixtit , producto 
del perímetro mpn medio entre los de las bases 
por h altura ht. También la superficie del troni- 
co Aq (fig. 99) de pirámide cónica es f (abe— *— 
ABC)xAa , mitad del producto de los períme- 
tros de las bases por su lado ; 6 mpnxAa pYd^ 
ducto del perímetro medio por dicho Iqdo. 
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223 Si consideramps á ab (fig. 97) como 
uno de los irifialtos lados del semicírculo BEA 
que produce la esfera , formará ensii revolu- 
ción un cono truncado : cuya superficie , ti- 
rando las paralelas ad , bq^y por n mitad de 
ab , la nm-, será {222) abxcircunferencia mn. 
Bajando ahora la ¿ir perpendicular á bq , y ti- 
rando el radio Cn en los triángulos abr, Con se- 
mejantes (13 i) se tiene abiamztpiíCnino ', y 
por ser las circunferencias proporcionales a 
sn^ radios (167) ; será abitpf'xircunf. Ca: cir-- 
cunf. no : luego (174 t. I.) abxcircunf* 
iioz:=zti¿xcircunf. Cn , ó la superficie del cono 
truncado descrito -por áb , igual á su ege tp 
multiplicado por la^circuxiferencia del círculo 
máximo dé la esfera. Pruébese lo .mismo de 
todos los sólidos qde componen la esfera 9 y 
tendremos que su superficie es el producto de 
su ege AB por la circunfereiKta de su círculo 
máximo : de Suerte que si suponemos que el 
diámetro AB tenga 20 pies , y de consiguien- 
te 62|la circunferencia de su círculo; serán 
20x62 I ó 1 2 5 7 j los pies cuadradps que con- 
tiene la superficie de la esfera. 

224 De aquí se iáfiere i? que la super- 
ficie del ¡casco esférioo AFTH es el producto 
de su altura OA por la circunferencia del cír- 
culo máximo > y la de la zona DEHF el pro- 
ducto de OC^ por la circunferencia de dicho 
circuía. 29 (^ue la superficie de un círculo" 
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cuyo radio fuese el ege de la esfera , sería 
igual á la de Ja esfera : pues la circunferencia 
de este círculo sería dupla de la del círculo 
máximo de la esfera. 

225 3? Como la superficie del círculo 
máJsímp es el producto déla circunferencia 
por la mitad del radro , que es laquarta par- 
te del diámetro , y la de la esfera el produc- 
to de drcha circunferencia por todo el diáme- 
tro; equivaldrá esta á la dú qüatro círctdos 
máxífnús. De consiguiente y siendo la super- 
ficie lateral del cilindro circunscripto ( fig. 
100) el producto de HÍVI ó AB ege de la es 
fera por la circunferencia, de uno de sus cír- 
culos máximos HOCiR ó EQFT ^ es decir, 
igual á la de la esfera: si á la del cilindro se 
añade la de sus dos bases (^tie son círculos má- 
ximos , compondrá seis círculos máximos ; y 
la siiperficié total del cilindro circunscripto á 
la esiera , será á la de la esfera como 6:4, ó 
como 3:2. 

226 Sólidos semejantes son los que cons- 
tan>de ángulos sólidos iguales y 3e igual nú- 
mero de superficies semejantes ; y así los de 
diferente especie como un prisma y una pirá- 
mide no pueden ser semejantes. Como las su- 
perficies .'de los sólidos se componen de dos 
factores del mismo modo que las superficies 
planas; demostraremos como en ellas (196 y 
^^' ) y I^s proposiciones que siguen. 
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2I7 «Las superficies laterales de los prjs- 
«mas son eatíe sí como los productos de sus 
íjaiíaras ppr el perímetro de sus bases j si son 
w rectos; ó por el dé la sección perpendicular 
wá Ips alturas ^ si sori oblicüosi. Los prismas 
»de igual altura son como los perímetros dé 
»sus bases ^ los de igual perímetro son como 
«sus alturas; y los de alturas y perímetros 
»recípr()í:amente proporcionales soil áe süper- 
nñcies iguales , y al contrario. Lo mismo sfe 
«debe entender de las pirámides ó conos <íon 
«la diferencia de poner lado en lugar de aU 
«tura. 

22 8 «Las superficies de los sólidos se- 
99mejantes son entre sí como los cuadrados de 
«sus líneas homologas : y de coiisiguiente^ 
9)las superficies de dos esferas son como los 
99 cuadrados de sus radios ó diámetros. 

De la medida y comparación de las solide zes 

de los Cuerpos. 

229 Yj^l solidez de un cuerpo que es et 
espacio que ocupan sus superficies ^ sea ó uo 
mazize*^ -se midq averiguando las veces que 
en él cabe otro cuerpo que se toma por la 
unidad^ El escogido para estoes elcuio, que 
por tener todas sus dimensiones ¡guales, es el 
mas sencillo. Sea áb (fig. 92) el sólido que se 
toma por la unidad , y averigüenlos las veces 
que cabe en el prisma AT. ' 
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* 230 A este sólido le forma el plano 
ABCD que corre paralclameate la línei CT 
(2 1 j) : luego á cada paso Cb que ande dicho 
plano j igual á la altura db del sólido aby for- 
mará tantos sólidos iguales áa5, quantasve-»* 
ees la base cabe en el, plano AC : si son qua- 
tro ,'-strá la solidez del prisma tantas veces 
quatt'o sólidos iguales á ab, quantas la altu- 
ra db quepa en CT ; luego será el producto 
del número de veces que ia base ad cabe ea 
AC , multiplicado por el número de veces 
que ía altura db cabe en la altura CT j 6 mas 
brevemente el producto de la superficie de la 
base por la altura > y si es recto , par su lado. 

231 Para sacar la solidez del paralelepí- 
pedo AT en la suposición ck ' seír AB de f 5 
pulgadas , CB de 8 y AE de 20 ; sacaré 4a 
superficie de la b^e BD^ multiplicaodo AB 
por CB ó 1 5 por 8 , y multiplicando el pro- 
ducto 120 por la, altura AE qu^ es 20 ; ten- 
dré 2 400 pulgadas cúbicas ó cubos de una 
pulgada ;. que equivalen á i pie cúbico y -^ác 
pie , dividiendo 2400 por 12x12x12=111728, 
número de pulgadas cubicas que contiene ua 
pie cúbico. ^ . ' 

232 Luego la solidez de un cilindro rec- 
to AD (fig. 94) es el producto de la superficie 
de su base .^EBF por su ege : y la del oblicuo 
(fig. ^5) e/ producto de la base AEBF por la 
altura HO ; de consiguiente serán iguales en 
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solidez los cilindros y prismas que tengan una 
misma base y altura, 

233 Ün plano RQ (fig. loi) que corte 
auna pirámide TABCDE paralelamente á 
la base , cortará proporclonalmente ios lados 
AT5BT/CT&C. y qualquíera otra recta 
TO tirada del vértice á la base, y en la mis- 
ma razón que dos 'qualesquiera lados homó- 
logos AB, ¿16 de la sección. Pues si por la rec- 
ta TO y los lados'de la pirámide imaginamos 
los planas TOA y TOB , TOC &c. cortarán 
la sección abcde en oa , o& , oc, oe , od' , las 
quales serán paralelas a O A , OB &c. por ser 
secciones comunes délos planos paralelos RQ, 
ABCDE (178) j luego los triángulos Al O, 
BTP,CTO &c. serán semejantes á sus cor- 
respondientes aToy bTo jcTo&c. y sus lados 
proporcionaíes , TO¿To::TA:Ta::TB:T&::TC: 
Te &c. ::AB;a6::BC:fcr &c. 

* - 

234 Luego 1? las secciones ABCDE, 
ábcde serán semejantes ; pues se dividen en' 
igual numero de triángulos semejantes , por 
tener paralelos^ sus lados : y de consiguiente, 
sos áreas ser4n <:omo los cuadl*ados de las li- 
neas TO, Toj pues se tendrá N (200) ABCDE 
abcde::{ABy:laby::(TOy:(Toy ; por ser AB: 
jiJ::TO:To(233). 

'235 2? Si suponemos ígualesMas altu- 
ras TO , MN dé las pirámides TABCDB, 
MFGH cortadas por el plaao RQ y estaráa 
T^mo^ íl. Q 
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las secciones abcdej'gh en la mi^ma rawn que 
las bases ABCDE , FGH : y serán iguales 
si lo son las bases. Pues siendo ABCDE 
«kde:í(TO/ : (To)^í FGH : fgh:: {U^y 
(MnY , y MN=:T9 ; será (TO)- : (To)^• 
(MN/:(Mn)^ , y de consiguiente ABCDE 
abcdeiiVGHifgh ; luego si ABCDE=FGfí, 
será también abcdezzzf^h. 

236 3^ Las pirámides de igual basé y 
ültura san iguales en solidez , aunque sea di^ 
f érente la figura de sus bases ; pues serán 
(180 f. I.) todos los planos ó elementos que 
componen la solidez de la una ^ á todos los de 
la otra , como la base de la i? á la de la 2? 
luego siendo iguales las bases> serán también 
iguales todos los planos ; y debiendo haber 
en atxibas igual, numero de ellos por haberse 
j^upuestó de igual altur¿^ y serán Us solideces 
iguales. 

237 Esto supuesto , varíios á probar que 
qualquier pirámide es lá tercera pfirte de un 
prisma de igual base y altura que ella i y pues«^ 
to que todo prisma polígono puede dividirse 
en prismas triaogulares de igual base y altura: 
bastará demostrar la proposición del prisma 
triangular EDFBAP (fig. 102). Para esto tí- 
rense desde uno de sus ángulos P las diago* 
nales PE \ PF en las caras laterales AEDP, 

BFDP. 

Imaginemos después un plano que pasan- 
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do por EP y PF , separe del prisma la pirá- 
mide PEFD , y otro que pasando por las dia- 
gonales EB , EP separe del sólido APBEF 
que queda (fig. X03) , la pirámide APBE ; y 
tendremos dividido él prisma en las tres pirá- 
mides PEFD , APBB , EFPB. De ellas las 
dos primeras de bases EDF , iíBP y alturas 
PD , AE iguales 9 son ¡guales én solidez 
(236) : y las íÍPBE , EFPB consideradas so- 
bre las bases iíBE, BEF que son triángulos 
iguales, y con el vértice común P, serán tam- 
bién iguales : luegp siendo la una PEFD dé 
una misnía base EJFD y altura DP qué el 
prisma ; será asi como las otras', su tercera 
parte. 

238 ' Siendo pues , la solidez d^el pri<;ma 
el producto de la superficie de la balse por su 
altura (230), será la de qualquier pirámide 
la tefceira parte de e$te producto , ó la super- 
ficie de la base multiplicadu por el tercio de la 
altura. - 

239 Y como el cono debe ser también la 
tercera parte del cilindro de igual t>ase y al-* 
tura , por ser ¡prisma infinitángúlo ; *sérá su 
solidez el producto de la superficie de la basé 
por el tercio de sú altura. 

240 Para sacar la solidez de un trozo de 
pirámide ó cono de bases paralelas (fig. 98 y 
99); imaginándole completo , se saca su so- 
lidez multiplicando la base ABC por J^ TO^ 

G2 
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multiplicando después a&c por | To, resulta- 
rá 1^ solidez del tro2o Tubc que falta t réstese 
^sta de U tot^l, y se teadfá la del troaco». La. 
To que se supone conocida en esta operación, 
we saca por lo demostrado (233) > pues sien- 
do A£ : a¡>:: TO : To , tendremos (177 f. L) 
AB^abiabiiTO ^ToíTú ó AQ—abiabiiOoiTo. 

241 La stdidez de ia esfera es el frodu(s 
tú de^ su superficie por el tercio de su radio: 
porque si la concebimos compuesta de una 
infinidad de pirámides que tienen los vértí^ 
ees en su centro > y cuyas bap ps componen su 
superficie; tendrán todas ^por altura ei radio 
de la esfera : y s^rá la sufna de sus soUdezes 
ó la de la esfera el producto de todas sus ba- 
ses j superficie déla ^sfera^ por un tercio de 
su altura , que es el ("adió ^ y así la soliden 
de una esfera de 2o^ies <íe diámetro ^ cuya 
superficie es 1257 | ( ^^3 ) ) ^^^ 3 I ^ 
1 2 5 7 l^nz^ 1 9o|f pies cúbicos. Si suponemos 
con Newton que el diámetro de nuestro glo- 
bo tiene 19Ó88725 pies de París, y la cir- 
cunferencia de uno de sus círculos máximos 
6^1878850 i teridrá su superficie (223)...... 

1 2 1 83 1 j 6609662 JO pies cuadrados: y el pro- 
diícto de este número por lá sesta parte del 
diámetro dará 3997846798940344927500 
pies cúbicos dé que constará la tierra. 

242 Luego la solidez de un sector esféri^ 
co CF/íHr (fig. 97) es el producto de la su- 
perficie del casco FTH^ por el tercio del ra- 
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dio. Como esta se compon^ del segmento 
lOKTA y del conoCFH ; si de U solidei; 
del sector se resta U del coao> resultará i« 
del segmento. 

2 43 La solidez, de la esfera es Us das 
tercios de la del cilindro circunscripto. Lla- 
memos al radio R , D al diámetro , C la su- 
xperficie del círculo máximo HOGR ó EQIT 
(fig, loo) ; será 4C la superficie de la esfera 
(12 5) , y su solidez | Rx4Cz=:|RxC, esto es, 
I DxC , por ser |del radio | del diámetro *: y 
como la solidez del cilindro es DxC ; será la 
i^á la 2? como|DxC:DxC ó como J- i j ó 
nltimaníente como 2:3. 

244^ Como toda solide2 es producto de 
una superficie gue tiene dos factores , por 
una línea; si llamantes B,C los factores do 
la superficie ó base , A su altura y S la soli- 
dez de un cuerpo y s la solidez de otro , y a^ 
hyC sus tres factores ; tendremos SzrzAxBC, 
5zz:ax6c. Luego será S:J!:AxBCiax6c , es de^ 
cir , las sqlidezes de dos prismas 6 cilindros ^ 
6 de un prisma y un cilindro son entre sí coma 
los productos de su base por la altura. De, 
consiguieftte , los de igual base serán como 
sus alturas , y los de igual altura como sus ba^ 
ses ; pu^s si Arrrfl , resulta Sis;:BC:bc : y si 
BC=r.5c; SrjriAra. 

24^ Quando A:a :&c:BC ', se tiene (174 
f , L) AxBC-ziaxtc ó Szrjj esto e« j si las ba^ 
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ses de los sólidos están en xazon reciproca con 
Jas alturas , serán sus solide zes iguales y y al 
xof2frano*.Toda$ estas proposiciones se debea 
etitender también de las pirámides ó conos. 

246 Quaado los sólidos son semejantes^ 
son iguales las razones A;a, Bib y C:c (^26) 
de los factores de que se componen las soli^ 
deze¿ en la proporción S:siiABC:abc (244)5 
luego las solide zes de los cuerpos semejantes 
estaran en razón triplicada , ó serán coma 
los cubos de sus factores homólogos ; ó Sis: ; 
A^:a'::B^:fe'::C':c': de consiguiente , las so- 
lide zes de dos esferas serán como los cubos dt 
sus radios ó diámetros^ 

247 Tenemos pues^ que las figuras de 
los sólidos semejantes son como sus líneas ho- 
mologas (166) , sus superficies como los cua-^ 

adrados .de dichos lados homólogos (228)9 Y 
sus solidezes gomo sus cubos (246) : demane^ 
ra que si los diámetros de dos esferas por 
egemplo, tuvieran la razón de 3:4; lascircun- 
fer^ciasde sus círculos máximos serian tam-* 
bien como 3:4, sus superficies ó las délas es- 
feras serian como (3)^: (4)^ ó como 9: 16, y 
sus solidezes* como (3)^:(4)* ó como 27:64^ 

248 Luego para hacer una esfera dupla 
de otra que tuviese 6 pulgadas de diámetro, 
se haría la proporción i:2::2i6 cubo del diá-^ 
metro dado ; 43 2 cul^o del diámetro dé la ej- 
fera p^dJa : cuyo diámetro será 7,56 raia 
cubica próxima de 432, 
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t/Utúdo para medir /a capacidad de los vasas 
que encierran algún líquido. 
249 Para med!ir la capacidad d^ uuvaso^ 
o las veces, que contiene un4 itiedida tjtie' se 
toma por la unidad ; como por lo común Io$ 
vasQs son cónico^» ó cilindricos , se dispondrá 
un cilindro AH (fig.i04) de estaño ú hojad^ 
lata^ QU qI que se echará una ó dos azumbres 
de líquido, y tomando una vara (fig. 105), 
se señalarán en uno de sus lados las partea 
£1 9 I 2.2 3 &c. igualas á la altura AD que 
ocupa el líquido en el cilindro. 

25P Para dividir el otro lado MN de U 
vara; s^ levantará en N la perpendicular NT 
igu^l al diámetro AB del cilindro , se tomará 
Nizz:TN, y timando la hipotenusa Ti , será 
dián^etro de un círculo q hase dupl^ de 
ARRí porque (201) los círculos son como 
los cuadrados de sus diámetros , y (Ti)'=i: 
(TN)«-h-(Ni)*=2(TN)^ (20g,) : señalado 
pues, Ti desde N á 1 , se tirará la hipotenu- 
sa Tí{ , y será por la misma razón diámetro 
de una base tripla de ARB : se trasladará 
desde N á 3 , y se continuará del mismo mo-r 

* do para sacar los diámetros quádrupío ,' quín- 
tuplo &c. Sisé dividen TN y Ni polr 4nedlo 
en K y r, y se tira laKí'; será diámetro' de úría^ 

, base mitíid de ARB , que sfe déte pasar dg. 
N á i,- 
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251^ Para medir ahora el vaso XO (fig* 
' 106) ; se aplicará el lado NM de la vara al 
diámetro XZ, y si coge N5 , será triplo de. la 
. base ARB (fig. 104) : y de consjguieate ,' el 
' hueca XT hará tres veces mas liquido que 
AC Midase después la altura LX con el la- 
do FE de la vara , y si equivale á cinccí divi- 
siones ;, deberé multiplicar^ por 5 para en-^ 
contrar las azumbres de liquido que caben ea 
. el vaso XO, que serán 1 5, 

252 Si el vaso fuere cono truncado » se 
sacará una base media, sumando las dos: 
pero si la de arriba fuere muy pequeña, será 
mejor reducir jel vaso á sólido regular ; pues, 
si se sacase la mita4 de la suma de las dos ba^ 
ses AM y R del vaso ARM (fiig.to/); resul- 
taría una base poco mayor qu^ la mitad de 
AM, y cuyo producto por la altura MC, da^ 
ria una cabidad igual casi á,la mitad del ci* 
lindro AC; siendo asi que el conp ARM, 
cuya cabidaí^ se busca , es casi el tercio de 
dicho cilindro (237). 

253 Últimamente, para averiguar el 
hueco del tonel BQ (fig, 108) ; tómese un 
diámetro medio entre los dos DE , AB , que 
será 2|^i DE equivale en la vara á N3 ,y 
AB 4 N2 : sea la longitud CT— E8 , multi- 
.pliquiese 8 por 2|; y el producto 2a. será el 
número de adumbres que caben en el tonel 
propuesto , que podemos considerar como ua 
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ciUndro de una base inedia proporcional arU* 
metíca entre el fondo y su vientre. 

Sólidos regulares^ 

2 ^4 Llamamos así Ío& cuerpos cuyas su« 
perfícies son todas polígonos regulares é igua- 
les , y cuyos ángulos sólidos se componen de 
igiial número de ángulos planos. Como estos 
no han de Hogar á 360^ (^ii)> y seis ángu- 
los de triángulo equilátero componen 6x60^=:: 
360^ ; solo podremos formar con ángulos de 
triángulo equilátero un ángulo sólido de tres^ 
igual á 3x60^=1=180^; de quatro que vale 
4x6o*'=:240**; y de cinco, su valor 5x60®= 
300°: de donde resultan el tetraedro fig. 
109) , cuyas superficies son quatro triángu- 
los equiláteros, el octaedro (fig. ir o) que 
consta de ocho, y el icosaedro (fig. 1 11) que 
tiene veinte. Con ángulos de cuadrado solo 
puede formafse un ángulo sólido de tres igual 
á 3X9o°=:270® ; pues 4x90^=1=360® : y con 
tres ángulos de pentágono ó 3Xio8°z:=ja4% 
otro} y con ellos se forma el exáedrpjk ciaH. 
(fig. 112) codeado de seis cuadra4os iguales,^ 
y el dodecaedf'o (fig. 113) que consta , de doc:^ 
pentágonos regulares. Y como tres ángulof 
del exágono regular valen 3Xi2o°=z36Q^;es 
claro que no puede haber mas sólidos regu* 
Uresque los cinco referidos. 



V 



xo6 ELEMENTOS 

2^5 S¡ se sac4 U superficie de una délas 
caras de estos , y se murtiplica por el núiñe- 
ro de ellas ; se tendrá la supe rfície de cada 
uno. Con est^ obgeto se han pintado al lado 
de cada sólido las superficies que le rodean* 

256 La solidez del tetraedro se saca 
. como digimos (258) ; pues es una pirámide 

equilátera triangular. La del e^^áedro se en-* 
cueatra por lo dicho (2^0). Al octaedro se le 
considera dividido en dos pirámides iguales 
y semejantes, y después se saca la solidez de 
las dos. También el icosaedro puede imagi*^ 
narse dividido en veinte pirámides ¡guales : y 
así multiplicando por 20 la solidez de una 
de ellas , se tendrá la del sólido. Ultimameiv- 
te ) tirando rectas desde el centro del dode- 
caedro á todos sus ángulos , resultarán doce 
pirámides pentágonas igua^s : con que si sq 
multiplica por 12 la solidez de la una , ten-*« 
dremos la del dodecaedro. 

Ti^lGoNOMETRÍA .Rectilínea. 

257 Se ensena en este ramo de la geome^ 
tria el niodo de averiguar en un triángula 
rectjliaeo el valor de tres de las seis cosas 
que le corriponen , á saber tres ángulos y tres 
lados , dado el de las otras tres 9 no siendo 
loi trei ángulos ; pues por ellos solo se puede 
saber la v^wn de los ladoá y pero no su loa^ 
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¿itud, qqe será diferente en cada uno de los 
infinitos triángulos que pueden tener unos 
mismos ángulos (83). A este fin, como los 
lados de los triángulos no son proporciona- 
les á sus ángulos ; se han inventado las líneas 
trigonométricas, senos y cosenos , tangentes , se- 
cantes que vamos á dar á conocer : las qua- 
les ademas de ser proporcionales ton los lar- 
dos de los triángulos , son un equivalente de 
sus ángulos. 

258 Llamamos pues , jeno recto ó sepo 
de un ángulo ACB (fig. 1x4)0 de su arco 
AB á la perpendicular AT bajada del estre^ 
mo A de dicho arco sobre el radio CB , que 
pasa por el otro estremo B : seno verso á la 
parte BT del radio comprendida entre el se- 
no y el estremo, del arco : tangente de dicho 
ángulo ó arco Aíi á la BU perpendicular al 
estremo B del radio CB , terminada por el 
radio AC alargado : y secante á la CH ó ra- 
dio AC alargado. 

259 También ADrrrCT es seno del án- 
gulo ACE ó de su arco AE, DE su seno ver- 
so , EQ su tangente y CQ su secante: y como 
el arpo AE es complemento de 4Í3 j serán 
AD, DE, EQ, CQ , seno^ seno verso, tange^i- 
te y secante del complemento del arco AB , ó 
mas brevemente coseno ycoseno ^verso , cotan-^ 
gente , y cosecante del arco AB* En lo sucesi- 
va escribir^iBW /^» » . eos , tang cótang , sec^ 



iqS elementos' 

en higar de seno 9 coseno , tangente , cotat^- 

gente , secante. 

160 Según lo que acabamos de decir í9 
el seno AT de un arco qualquiera AB es' la 
mitad de la cuerda AR del arco ABR duplo 
de AB; pues el radio CB perpendicular áAR, 
la divide por medió (51). Y asi el seno del 
arco de 30^ es la mitad de la cuerda de "60% 
que es el radio (112). 

261 29 El coseno. AD de un arco /ÍB 
qualquiera es siempre igual á CT parte del 
radio comprendida entre el centro y el seno: 
y su seno verso BT es la diferencia entre el 
"radio y el coseno. 3? La tangente BH ex i^tioí 
al radio hC quando el ángulo BCH eí. de 
45^ : porque siendo el ángulo CBH recto, y 
BC¡Í de 45**; será también BHC de 45* 
(86),y laTBH— BC 

262 4? Que si en un triángulo rectán- 
gulo C AT se toma por radio la hipotenusa, 
y se traza un arco AB ; serán los otros dos la- 
dps AT, TC seno y coseno del ángulo ACT: 
y si se toma por radio uno de los lados como 
CB en el triángulo rectángulo HC6 será el 
otro BH tangente, y la hipotenusa CH se- 
cante del ángulo HCB. 

263 En el punto B en que suponemos 
que no hay arco , tampoco hay seno ni tan-* 
gente, y el coseno es el radio CB. Al paso 
que es mayor ti átco y crtoe el seno yla tan« 
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gente. , y disminaye el coseno y cotangente 
basta <]VLe el arco llega á ser BAE ó de 90^: 
entonces es el seno el radio £C 9 que por ser 
el mayor de todos se llama seno total ó de 
-90*9 el coseno es cero y lo mismo la cotan* 
gente ; y la tangente y secante que resultan 
paralelas 9 son infinitas. 

^264 En pasando el arco de 90^ cotniett- 
2an á menguar los senos y tangentes 9 y á ere* 
cer los cosenos y cotangentes hasta que llega 
á 1 80^ 6 al punto F 9 eft el que es cerQ el 
seno y la tangente 9 el coseno es el radio.CF) 
y la cotangente y cosecante paralelas é iofíni* 
tas. Pero nótese que en qualquier ángulo ob* 
tuso es uno mismo el seno 9 coseno , tai¡igen- 
&c. que t^a el ángulo agudo su suplemento: 
por egemplo , el seno del ángulo ACF es AT^ 
seno del ángulo ^Cfi suplemento de ACF; 
su coseno es AD 9 su tangente es FG igual á 
BH9 á causa de los triángulos X^BH^ CFG 
iguales ( 90 ) : pero todas estas líneas son ne^ 
gativas quando pertenecen á los ángulos obtu« 
sos 9 ó están en una situación, contraria á la 
que tienen quando pertenecen á los ángulos 
agudos. 

265 Asi como un arco se valúa por gra- 
dos 9 mayores ó menores según el circulo; así 
también el valor de un seno que en di leventes 
círculos tiene distinta longitud 9 se^spresa en 
partes en que se considera dividido eí radio 
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del circulo , sea grande ó pequeño. Para ^ue 
este valor sea mas exacto , se supone qué el 
número de partes énque el radio ó senototíil 
se divide, sea. grande como en looóooO) y 
averiguando quántas de ellas corresponden á 
cada, uno de tos senos , cosenos ^^ tangentes &c. 
desde i^ hasta 90"^, se ha formado ttná lista 
de ellos y que se llama tabla de los senos , para 
cuya formación se necesita la doctrina si-- 
guíente. » 

266 Si . llamamos r el radio AC de uii 
circulo qualquiera , y ^ el arco AB ; será AT, 
sen á ; CT , eos a ;* BH , tang a j CH , sec a 
&c. Luego si dado el valor del seno AT , se 
nos pidiese el de las demás lineas; i? en el 
triángulo rectángulo GAT, donde (CTQ^zz:: 
(CA)»— (AT)^ (2Ó3) , ó CT=V ((AC)*— - 
(AT)*) , será eos az::z\/{r^ — sen^a) , asi co- 
mo ATz=V((AC)*— (CT)^) ó sen a=±:V (r«- 
cQs'^a). 2P PorserTBzrCB— CT(26i), será 
sen vers azzzr — eos a. 

267 j? De los triángulos rectángulos se- 
mejantes CAT,CBH se saca GT:TA::CB:BH 
ó eos a : sen a::r : taf^ a : luego tang am 

r sen a , sen a . j . _ 

^Q suponiendo rzri , y ponien- 

<;os a eos a 

do un punto en lugar del signo ^. 4? En los 
mismos triángulos se tiene CT:C/2::CB:CH 

ó eos a:r::r: sec azzz -I — = 9 siendo 

€0S a €$s a 
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I. 5? Por ser DEzzzCE— CD , tendre- 
.nios eos versa=^r-- sen a.\ 

268 . 6.0 De los triángulos semejante» 
CDA, CEQ se saca CD:DA::CE:EQ , osen 

-■ ' í-r. cosa cota ' i . j_ 

a: eos az: r: cot azz: = , haciendo 

sen a sen a 

r=:i. También ef BH;CB;:CE:EQ ó tang ai 
ntricot azzz — =-- — ^ ti^ngazzz 

tang a ' tang a cot a 

izr -JL- es decir , que las tangentes están en 

cot a , 

razón inversa de las cotangentes. 7.0 Ultima* 
mente , CD:CA::CE:CQ ó sen a:r::r:cosec azrz 
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169 Dado el seno BDzra (fig.xi5) de 
un arco qualquiera AB y de consiguiente su 
coseno CDó eos a (266) , se tendrá el seno 
BT'de su mitad en eí triángulo rectángulo 
ií BD,donde por 3er AB=V ((BD)»( -4- (AD)'\ 
resultad AB;~:BT= I Vpt))^-^--(AD)^) , ó^* 
sen \a :=. \\{sen'^a—^r^s^n versea): ^ngase éa 
lugar di^senyers^a su valor (266) (r — eos a)* 
-ó r" — r2r eos a-^cos^fiy ys^risen f a=f v (jen'a 
— f-r*-2r eos a—^—eos^a ) : y como sen'^a-^ 
cos^a^::^^ 6 (BD)'--H^(CD)'=:r(CB)« en el 
triángulo rectángulo BDC; se tendrá por \xU 
rkni0^sen\az=zi\{ir'^- — ireoi a). 

270 Si 4*do BT ó je« |a, «e nos pidiese el- 
geno BD=a del arco duplo ; se sacará dé la 



^ 
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equacioil sen Ía=^iV(%T^—^r cosa) el valor 
de eos a=í-I^ítí^^2-Í^^ , y sustituido en 

sen azzzvir^'-cos^a) que encontramos (a 66), 
tendremos dicho $D ó setí a. 

271 Supongamos ahora conocidos los se- 
nos TSiF=ia , Dl^=i ( fig. 116) de los arcos 
jAE , DE , y tratemos de encontrar el seno y 
coseno de su suma y de su diferencia. Si so 
toma EBr—ED ; será AB la diferencia de lo» 
arcos AE , DE : bájese el radio CE perpendi- 
cular á la cuerda BD; I)M, TL , BG perpen- 
diculares á CA , y tirando las paralelas TH, 
BK , será (118) DH:HK::KO:OB::BT:TD; 
esto es, DH=HK, KO=pB , asi como DT= 
TB (5 i) : luego el seno dé DBA suma de los 
arcos propuestos será DMzzzMH— H-HDn:: 
TL— ♦— HD,el seno de la diferencia de dichos 
arcos BGzizMKzr HM— HK^TL-» HD, 
el coserlo de la sumaCM:;zCL -LMrzzCL- 
TH , y el coseno de la diferencia CGz::r:CL-i- 
LG-CL--t-lH. 

El valor de estas líneas TL,HD; CL,TH; 
^e saca ¡de los triángulos CEF,CTL,DTH se- 
mejantes,donde CE:CT::EF:TL:CE:Cr::CF: 
CLfCE:CF::Dr:DIÍ, CE:EF::TÍT:TJÍ ; ó 
poniéndoles sus nombres, ricosbi: sena: TL:=^ 

sena, eos b ^ ^ , l ^^, ^ . r»T — . eos a eos b 

y r X eos b:: eos a : uL=: — 
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r: ^os ai:senb : m=f!Z^í^í^.r:sen ausen b: 

T^fw sen a, ten b 

** — -'^ -' — j»-- Luego.... 

29 tí. -HD=B(Í=íe,;(a-¿w f'" "■ "" ^-^"^ "• ^" ^ 
39 CL ~Tn=CM=^os(a^b)J" "' "" ^-^-"-g^ííli 

^72 Supuesto que tang- -^^^(^67); 
. será tmg (a-^b)z=: Slfl^J.: 



■eos (a -f- h) 



.mh, 



/sena s^n b ^ 
rjsen a. c of b -h eos a-, sen b) I ""^ + — •— \ 

— ~r 7,- i ■ -^ — ÍZ..-«Vof rt eos b I 

ees a. eos b^sen a. sen b — "^ ' ^_ 

se n a ^g^ ^ 

dividiendo numerador y denominador -Zt 
eos a. eos 6. Pónganse ahora en lugar df 

sen a sen b ^ ^ ^'" 

— r y r- sus jVuales í^ ^ ^""^^ * 

eos a eos b - 6«<*ící> , .^ , 

y^se tendrá por drltimo , fa^ (^^h^M 1^ 

r^-tang aJanJT ' ^ ^^^ ^^ "^^^^<^ «era t^ng, 

(a b) — ri^itang a-tangb) 

r^ + tang a, tang b) 

2 73 De la expresión cotang—^^-^iiCB) 

■ sen ^ ^ 

T§mo IL H 



/ 

t 
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sacaremos cotan¿ {a-i-b) ,,,, ^^, + t,) — 

' , / sen ti. sen h\ 

r[ ^— 1) 

. \ eos a. CGs bj 

r(cñ^ a. cof h-scn a. sen b) . . _-- 

Sin ... coi b t eos a. T^b smj^^^senb^^ 

eos a eos b" 

r-i-iáng a.tang jy ^ partiettdó por cosa. cosb^J 

tang a-tun^ h 

sustituyendo í^ ,ífüiÍ.,e^ lugaí de- 

ÍÜLf j ÍÜL*. Como también cotang iá-h)=z 

4:qs a eos b ' ' 

ri .f tanga, tan/3: h 

':r ' 'ffimaolente, si^do (.67) '^ecante= 
i teñdrenios sscant (a ^ b)^ -——p^ — 



eos ^ 

f3 - , — ■ ■ 

los a.cosb sen tre^b — <cos a . eos b-sen a. senb) 

rr^ultiplicando por r i «"i^^^'P^'^^f %V/dtaI 
se el denqminador por cosa, coib y resulta 

rá secant (a-+-t).= ^^^ ^ íeTTx '^ 

(f . eos a, eos b)x I eos a eos b) 

r. seo a, sec h poniendo szcant y tang en lu- 

r^-tanga:tang b ^ r« ^ J^ (267) : y pOC 

gar de sus iguales "^J^ eos 

t;, sec a . sec b ^. 

igual razón jec i^'^)=' ,, ^ ,^r.g a . tang k' ^^ 
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mismo calculo coa corta diferencia nos dará 



cosec (a'-4— fe) zzz —i— (26?) 

sen {a + h) ' 
' r3 



sen u. eos b + eos a. sen h ¡sen a sen h 



sen h (sen a sen h \ 

(r. fos a. cosb)^ \^ + -^,J 



seo a sec h y 1 \ séc a seb 

~ : y cosec {a'b)= 



tung fi + tang b tanga-tangh. 

275 Si en ia$ espresiones je» (a— +—6), 
eos (a-^»— fe) &c. suponemos arzrfe , azzzib^ . 
azu-^h &c. resultarán los valores de los se- ^ 

nos , cosenos , tangentes &c. de los arcos du- 
plos, triplos &c. Si suponemos feízza y rmi; 
será sen (a—t— fe) zzz sen 2a z=z 2 sen a . eos a: 
eos (a— ♦— fe) :=: eos 2a:=^cos^ a — señ^ a ; tang. , 

(a—^—b)iiztang lazn^ ^ ^^^ ^ : haciendo.... 

gi-íang a 

hziz2a 5 se tendrá sen ¡a zrz sen a. eos 2a -^ 
eos a. sen 2a : eos ^a^cos a, eos %a — sen a. 
sen 2a , y, asi de las demás.' ^ 
^ 276 Si suponiendo r=i> se suman lases- 
presiones núinero i.o y 2 o ^ y las numero 3.^ 
y 4.® (271) ; resulta Jef> («-»-&)-» sen{a — fe)r-^ 
2 sen a. eos fe , coj(fl-»-fe)-+coí (a — b):=z2cos a. * 
eos b: y haciendo a + binzpj a - bz:;z:q , en cuyo 
caso;á:^i(p 4 q) , 6r±:f (p — q) ; senp + senqzr: 
iseh^íp'-^—q ) X eos |( p— q) : senp - senqrizz 
2seni( p — q)x CosÍ{p ^q) : eosp'^cosqziz 
! .2roj|(p-H— í]f)x eos i{p — q):coSq — cosp: 
2 s^n i {p—h-qf<sen i(p— g). 

H2 
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27;? Si se dividen ahofa estas fórmulas 
las unas por las otras > se tendrá '. ..,• 

senp-isnq tos ^{p"^ í) sen i (p-^) 

i(^,xc.u M=;5||i^ (.6,,. 

cosq-cosp coxj-cojy ' 

coyj. + coxg =cof i(í)+g).coít(/ví) : con otras 

Cpsq-COSp 

muchas que se pueden sacar, t^as primeras 
sirven para trasformar los^ productos de ios 
Si^enos en senos simples : Tas segundas para 
sustituir á las sumas ó diferencias de los senos 
los productos de otros senos , y las terceras^ 
las tangentes y . cotagentes á los senos y co^ 
^enos» 

27S Las proposiciones establecidas ya, 
bastan pa^a la construcción de las Tablas d^ 
los seno* ( ^65 ): pues considerando de 
loooopo partes al radio % cuerda de 60^ 
(112); tendrá el seno de 30° que es sirmi- 
tad (2 60) , 5 00000 y buscando sucesivamen- 
te los senos de la mitad ( 2Ó9 ) , sacaremos 
por el de 30° el valor de los senos de 15®, 
7''30^,3''45^,i''52'3o^''basta el de 52^^44^''^ 
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j^''''^! que por su ^^queñez se confunde ya 
coa su arco. Por lo rniíírno t^nto él como el 
de i^ serán sin eriror sensible proporcionales 
con sus -arcos : y podremos decir, el arco de 
52^^44'^' y^'^^-^. es á su. seno eficontrgdo , ^como 
el arco de i^ es á sía sem. Conocido pqr est» 
proporción el valor del $^a() de i^, sacaremos 
dde.2^;4^8' &c. (^ , el de i'^.2'±=::s' 

ó el de 1°; y con él s^ sacarán d^l niiscao 
modo jos d^ los. senos restar^tes hasta 45''. 
JjOs demás hasta po** son sus gosenos^ }\^.^\ 
valorase encuentra s^gun digimos (;ío6)í 
y con fips senos y cosenos se sacan (¿67 v 
268) los v^iorcs d^ l^s tangentes y cotangentes. 
279 J-as tabla* que acabamos de enseñar 
á construir, en lugar de los valores dc los se-? 
nos^^ cosen, tang. suelen coqteqer solo sus Ick 
garícrtQs pftfa m^yor comodidad enlos^álcü-^ 
los ; pero logaritmos sacados por los antiguáis 
Geómetras que consideraban íil radig divididdl 
en íoooóoooooQ pactes. Los Modernos supo- 
niendo el radio de i00owo,hap omitido en lo$ 
valores de los senos , tangentes 8íc< las qu^- " 
tro últimas cHVas y algunos ciqco, por no 
necesitarse tanta ejfáctitud ;^erp h^n dejado 
los logarítitíos confarrne los sacaron los An- 
íiguos. El que solo tenga tal>1a de los logarle-^ 
mos.de los senos , y quisiese sacar por ella^ 
^l v^lqr de un seno v. gr, el 4e i^"^ tí\ debQ 
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rebajar seis unidades .de. la característica 
de su logaritmo 9^4923083, y buscando 
3,4923083 en los logaritmos de los números 
naturales , le hallará entre 3106 y 3107 , y 
•qualquiera de ellos será con poca diferencia 
el valor del seno de i8°6'''. 

280 Háb !€Ado man ifes tado ya cómo los 
ísends equivalen á ios ángulos, varaos aiipra. 
á demonstrar que en qualqnier triángulo los 
senos de los ángulos son .proporciomfes á sus 
■lados, opuestos. Inscripto en un círculo un 
triángulo qualquiera ABC (fíg. 37) , siendo 
cada uno de sus tados cuerda, de un arco du- 
plo del que mide el ángulo, opuesto (67); 
será la mitad de cada lado el seno del ángulo, 
opuesto: esto es, AP- será seno del ángulo 
h , AN seno de C, y BU seuo de A : luego 
'Siendo los latdos proporcionales á sus mitades, 
lo serán de consiguiente á los senos de los án- 
gulos Opuestos; de.síuerte que será ABisen 
' QziACisen Br: EOisen A. 

281 En el triángulo rectángulo ABD 
• (fig. iij) es también el seno del ángulo recto 

P(que es él radio ó'f) y á la hipotenusa AB; 
como el seno A al lado BD , y como el serio B al 
lado AD; y pues tomando á BD por radio , es 
AD tangente del ángulo B (262), y siendo 
AD radio, es DB tangente del ángulo A;seri 
BD:AD::r:/^añ^* B , y AD:DB::r:rw¿; A. 

282 En un triángulo qualquiera ACB 
(fig. 118) la suma de los dos lados BC+AQ 
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que comprende el ángulo C^ es á sii diferen-^ 
ciii BC — AC ; como la tangente de la mitad 
de la suma de los otros dos ángulos A , B , es 
á la tangente de la mitad de la diferencia de 
estos ángulos : ó BC^'+^ACíBC — AC:: tang 
}(A-4-B) ? tan^i(^-By 

Para demo>»trarIo descríbase ua di'cula 
desde C con el' intervalo del lado menor AC, 
y tiradas las dos cuerdas AE , AD , y la DF 
paralela A AE; s^rá ^l ángulo f mitad de los 
ángulos Al y B , por ser zzzrA— 4— 6(84); y 
t mitad de z (68) r el ángulo DAB es la se- 
mi4iíerencia de A— B de dichos ángulos 
(238 fj.); porque DÁBcon el ángulo Q:=::t 
que es su semisunia , compone el ángulo A 
el mayor de A y B, luego siendo EAD án- 
gulo recto (6q), y lo mismo su igual ADF 
(45); será tomando á DA y AF por radios, 
E A, tangente del>ángulcrf=:Í(xA-H— B), y DF 
tangente de DAFj=:-í(A B) : y comp por 
las paralelas EA, DP se tiene BE:BD::EA: 
DF,,y BE— BC-H-AC, HDnBC CD=: 
BC -AC; saldrá por ultimo, BC »-AC:BC — 
AC:; ía7)¿;|(A'-4~fe):fa;?^^(A >B). Conocida 
la semisuma y semidifercncia de los ángulos, 
A y B, se averigua; fácíLnente el valor d^ 
cada uno (238 t,IX 

283 Finalmente, en qualquier triángulo^ 
ABC (fig. 119 y 120) el lado BC sobre el 
qual ó sobre cuya prolongación cae la perpen^ 
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dicular AD, es á^ la suma AC-4-AB de los: 

otros dos^ comb sq diferencia AC - AB es a la 

* diferencia DC — BD de los segmentos liedlos, 
por la perpendicular Ap , ó á su suma PC-»- 
BP si la perpendicular cae' fuera. Porque , 
trazando un círculo desde A con el radio ABy 
y alargando ACliasta Tj será(i43)CB:CT:r 
CR:CE, y como CT=:AC-f~AB, CRnx 
AG— AB, y GE=DC— DB por ser BI>=: 

^DB; se tendrá sustituyendo estos valores^ 
BC:AC-^-iífi::/ÍC-AB:DC-DB: y en l^ 
%. I2Q donde CE -es igual á CD-h-DEth:: 
CD-K-DB, sale BC:AC-v AB::AC ÁB:(;Y> ^ 
DB. Conocida 1^ suma y diferencia de los. 
segmentos, se averigua su valor (238 í.L) 

Usos del cálculo trigonométrico en la resolur- 

cion de los triángulos rectángulos 

y oblicuángulo^. 

284 Con las proposiciones anteriores se 
pueden resolver los quatro casos diferentes 
en > que con arreglo á lo diciao (257); dadas 
tres cosas de las se is^ue componen un^ trián- 
gulo , se pida el valor de las otras tres; 

285^ y comenzando por el triángulo 

rectángulo, si ademas del ángulo recto D, 

. (%• 1 17) que se conoce , se diese i? uno de 

los ángulos agudos B y el lado BDj haremos 

(281 ) r: tang B;:B.D:4D, para averiguar q1 
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lado ÁD. ^9 Si sie diese la hipotenusa AB 
y uíiQ de los ángjilos agudos A % hacieadp.r: 
ABiisenAiBíDj se conocerá el lado BD. a? 
Con el lado BD y la hlpotenUs^^ 43,' tendre- 
mos A3:r::DB:stn A; y se habrá averiguado 
el áogulo A 4? Dados los lados DB, ¿ÍD; 
se hará yíD:Dlí;:r:fang 4 i y se ten'dpá el ^ 
ángulo A. 

2^6 En los tfiángalos obUauángulos ó 
q^ue no tienen ángulo r^cto,. i9 conocido vino^ 
délos ladost 43 (fig. üi) y Iq'> dos ángulos 

y B , será 4 lo qu^ les. falta para i8o® 
(á6); y se averiguará el valor de los lados 
AG y QJSporlas dos proporciones siguiear- 
tes^¿8o) sen C:AB::sen r;AC::s^n 4:RC. 
i.o Pidos los dos Udos 4C, CB(fig. nS) 
y el ángulo C comprendido ; se hará (283) 
CB^4C:CB — 4Cj: tangi{A-^h) s tang 
í(A — B) : conocida la diferencia de A y B, 
coma se conoce su suma que con C cAmpo^e 
180^^(86); se averiguará vio que vale cada 
uno (238^.1.). 

287 3.0 Quando se dan los lado3 AB, 
BC (fig, 1 2 1 ) y el áagulo A ; s.e hace líC: 
sen A/.:\V:: sen C: conocidos C y A y de con- 
siguiente su suplemento B, se averiguará A C 
diciendo J^«C; A B:: senBiAC Si con los la- 
dos AB,BC se hubiese dado el ángulo C, hu- 
biéramos helóla proporción Aíi:senQ::^C. 
m, A. 
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288 Pero como tirando lá BT:nrA3, re-^ 
sulta otro triangulo BTC con los mismos tres 
datos 'BT ó AB, BC y C, donde "BTisenC:: 
hCisenhTC'j se infiere que á^ dichos datos 
AB,BC y C corresponde por 4.0 término pro- 
porcional ó el seno del ángulo obtuso BTC ó 
el del ángulo agudo AznBTA complemento 

f de BTC: <jue aunque el mismo en ambos 
(264), no lo es el ^tercer lado,ÁC, TC de 
los dos tfiánguios : por lo qufc quandose dea 
en un friángulo oblicuángulo dos Udos AB 
BC y el ángulo C opuesto al menor AB ; se 
necesita saber ademas , si el ángulo opuesto 
al otro lado es e} agudo A , y entonces se 
tratara del triángulo ABC , ó es el obtuso 
BTCpy será BT C el triángulo de que se 
habla. 

a 89 4.0 Si se diesen los tres lados AB, 
AC, BC (i5g. 1 19) , y se pidiesen los ángu- 
los; sacaremos de la proporción (18^) i'rCr 
/iC^AJS:: ^C— AB:DC --BD, ^diferencia 
de los segmentos que forma una perpendicu- 
lar bajada desde A sobre BC, suma conocida 
de dichos segmentos : luego conoceremos el 
valor de qualquierade ellos por exemplo, el 
de DCt y en el triángulo rectángulo ADC 
conocida la hipotenusa^ y el lado DC, se ave- 
riguará el ángulo C (285), y de coc^siguien- 

^^(287) A y B. 

Sea AC=iSqP. AB=:i28, BC=2oo; 
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tendremos 200 : i8o-»-i28::r8o-i28:DC — 
ÍDtztEC^ esto es , 2oo:3o8::52:EC=z:8o 
poco mas* Con esta diferencia>de Jos segmen- 
tos BD , DC y sil suma, que es el lac^ BC, 
tetldremosel valordequalquiera de ellos BD= 
f(200"8o)rz:6o : y en eí triángulo rectán- 
gulo ABD donde' conocemos Ab , BD ; ave- 
riguaremos el ángulo B j(2 8 5) y por él , los 
otros A y C. 

290 Vernos á aplicar esta doctrina á al- 
gunos egemplos , en los que usaremos para 
abreviar el cálenlo en lugar de los números, 
senos , cosenos , tangentes &ci de §us loga- 
ritmos ,'y aún del complemento aritmético 
como no sea en el c^so de haberse de hacer 
la resta del logaritmo del radio, que siendo 
,10^00000, escusa dicha abreviación. 

291 Hayase de medir i.oja altura AB 
(f^g. Í22) acesible por- uno de sus estremos 
A. Puesto el Grafómetro en .un sitio inme- 
diato M, y colocado vertical mente ó de suer- 
te que su diámetro ¿jucde paralelo al suelo 
llano por medio de un hilo et con un plomo, 
que cotgand(> de su centro debe pasar por 
ios 90® : dirqas'e por el diámetro inmobil el 
rayo visual pD , y por ri mobil el qÚ á la 
cumbre' ¿e lá altura : vea^e quántos gtados 
coge en ^l instrumento el ángulo pea ^ y estos 
mismos tendrá su vertical PeD. Medida des- 
pués la distancia Mí^rreD , como BN e« 
perpendicular al suelo ^ y de consiguiente Á 
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eD , será FD^ un triángulo rectángulo 9 en 
el que si el lado (?D que se conoce , es dp 
4.56 1;, y el aogulo observado BeD de (¡6°j 2\ 
se sacará el otro ladp^BD (281) por la pro-r 
porción ritang üeD i=z^6^ i2^::ejij:=z^$6:jyó^ 
que sa encuentra de í)8i v- por el siguiente 
cálculo d^ logaritmos.- 

Log. tang 56* la^.:.,,.. 10,174287 

Log. 456 ^,658965 

Suma , .,...*» 12,833254 

Log. de/ radíe.,i. ...,.,, ...... 10,000000 

■ ! -■'; ." ' . . i. ' I I' 

Resta ó Log, BD , 2,833252 

añádasele DN ó. U altura del Grafómetro, y 
se tendrá la AB qye se pide, 

292 Si BP fuera la altura CQxiocida de 
una muralla , y s^ pidiese fa longitud de e 3 
para escalarla ; después de haber buscado el 
ángulo Bed haciendo ^D:DB::r:ran¿ B^P; ha-^ 
riamos BDisen iíeP;;r:He. Mas fácil es cua- 
drar el valor-de eD y BD, y sacar de su suma 
la raiz cuadradla que será la longitud de ^B; 
porque eB—V((eD)«-+^(BP)') (141). 

293 En estas y semejantes prácticas con-^ 
viene colocar el Grafómetro á una distancia 
casi igual á la que s« va á medir , para que 
sea menor el error que por Iq común ^e cq--> 
mete al tomar el ángulo de la altura , qu^ 
será entonces de 45^. Por exemplo-, sí mi-» 
diendo la altura QP (íig. 193)1 se toma en d 
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punto P el ángulo ZFT en lugar del verda- 
acto GPT , y en E el KEÍ por el verdade». 
ro GET; aunque la equivocación ó lós ángu- 
los GEK y GÍZ se supongan ¡guales , és 
fnayor la parte GZ en que la observación dis^ 
minüye la altura en F , qü€ GlC qte safe dé 
menos en 13. 

294 Supóngamelos alibra ijue se nos pida 
medir uña línea AB (íig. 1I4) acesibíé sola- 
nieúte pttr sus. éstíemos , como el áhcho de 
una laguna , bosque &c. Eii este caso se há 
de escoger ün punto (^ desde donde se pue-^ 
dan tirar las líneas CA , CB ; y supohienda 
que se puedan medir , sea ACzztl¿^.2p^hCz:± 
120 , y Cn:fX32*iy será B-i.A=48^; haré- 

Lf^. thng 24^..*.. ....9,648583 

Log. 22 ..^. ...,...., *'í>34242 2 

Comp. Log. 262.:..;...../.... 7,581699 

• ^ -I 

^ Suma óLog. tang i (h-^Ay.iSyfyiyof 

mos pues(2S6), í42^*+~i2o:i42-iloí:fa^^ 
24°: ían^}(B-A)j ó 262:l2::fafí^24*^ : tang 
i(B- A) , que cialculkda por los logaritmos es 
dc2°8'. Luego (138^.1.) el ángulo B valdrá 
24°^2«^8'=26«8',yA2'4°— 2^8'zz:li°52^ 
Con los ángulos B , A se encontrará des- 
pués lá AB por la proporción siguiente sen B: 
AC::jei2C.AB,óie/J26^8'': sen i32**::i4i:A]'?: 
que buscada por los logaritmos resulta de 
235,6 P. « 
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295 Si no hubiese sitio desde donde se 
puedan ver los dos puntos A , B (fig. 125); se 
elegirán dos C, D tales que sea fácil medir 
las tC,CD, DA y los ángulos C , D que 
convendrá sean rectos : imaginando después 
la BÍ) , resultará un triángulo BCD donde 
conocidos ÍBCy CD y el ángulo comprendido, 
se aveí*iguará Bl) como acabamos de decir. 
Conociendo ya en el otro triángulo ADB 
AD,' DB y el ángulo ADR diferencia entre 
BDC y í DC j se averiguará por último la 
AB. 

296 Vamos ya á medir una línea inace- 
sible AB (.%. 1 2 6) ; para lo qual después de 
haber escogido y medido una base CD que 
se procura hacer casi igual y paralela á AB, 
se tirarán las visuales CA, CB, DA^ DB, y 
después de haber medido los ángulos que for- 
man eñ C, t), se averiguará (286) el valor 
de CB en el triángulo CBD , donde el lado 
CD y los ángulos BCD , CDB son conocidos: 
del mismo modo se averiguará AC en el tri- 
ángulo ACD. Con AC y BC conocidos, ade- 
mas del ángulo ACB que forman , que es la 
diferencia de los ángulos ACD, BCD obser- 
vados; se sacará por último en el triángulo 
ACB el valor dé AB por lo dicho (286). 

En el caso de no encontrarse un punto C ^ 
desde donde se vean los dos A, B; se tirará 
una recta CE (fig. 1 27) tal que desd^ £ se 
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alcancen á verdicKos puntos: se imaginarán 
•tic^^pues las visuales EA , ER ,CÍ^ ? ED, DA 
y Dá , y medidos los ángulos cu E , D y la 
base CE, se hallará facilísimamente la ABy 
cuidando siempre de no formar jamás ángu- 
los muy agudos en los puntos inácesible^* 

297 Si la lírica inacesibié fuese la altura 
vertical AB (fig. 123): observaremos eq el 
sirio ii el ángulo AéG , mediremos después 
un trecho ^iÍP , y tomando en P el ángtilo 
Ate y tendremos conocidos en el triángulo Aie 
los ángulos et4jy Aei suplemento del obser^ 
vado AeC , con el lado tézizVlí : luego po- 

' dremos averiguar Ae'(i86). Pasando ahora 
al triángulo íectángulo^íeC donde sábeuios 
el valor de la hipotenusa 'Ae y el >del ángulo 
AeC ; tendremos el de AC por la p-eóporcion 

Lo^, sefi^'^^¿^o^.,.9 ^ 9,765720 

Log. 57Ó : 2,76042a 

Suma 12,526142 

Log. r >».. 10, 

— -.I .1 lili ll».!! J ■ 

Resta ó Log. AC... 2,526142 

r: Acusen AeC: AC. Sea At de 576 v. y el 
ángulo AeC de 35^40'' ; serár: 576:: je» 3 5* 
40^: AC, que se encuentra de 335,8 y. alas 
que si se añade CB ó la altura del instrumen- 
to, resultará la AB que se busca. 

298 Para medir'la distancia AB (fig. 12 8) 
de una nube ó cuesta itiacesible j se mide una 

I 
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base AC ^ y observando en el triángulo ABC 
los ángulos A y C, se averiguan AB y BC 
(286)* Si se dirige después coa el Grafóme- 
tro cptocado verticalmente^ una KneaADpa- 
ralela al suelo llano que sé llama orizontaly 
en el triMgulo rectángulo AfiD , donde' la 
hipotenusa AB es conocida , y el átigufo DAD 
se puede medir ; se bailará fádl mente la al 
tura BD de la montaña y h, distancia orizoñ-^ 
tal ^0(285), 

299 Itayase de levantar el plano de tí ti 
terreno ACDBÉ gce^ (fig. 129) ó determinar 
la situación de todos sus puntos principales-. 
Después de Mberlos recorrido , y formado á 
ojo un borrador de tod^s para hacer juicio de 
&U situación ; mídase una base AB de uoa dis-^ 
tancia prpporcionadá á la de los objetos mas 
íemotos 5 y tal que defsde sus estibemos se ré^ 
gtstren los oías principales , cómo casas , huer- 
tas , molinos , torres &c. Póngase el (irafóme; 
tro ettB, y colocando el diámetro irlmobil en 
la dirección AB; obsérvenselos ángulos ABfi, 
ABF, ABG, iíBÍ», ABC que con él for- 
man los rayos dirigidos á los objetos B, F> G 
&c. Múdese ^hora el instrumento á A ; y ha- 
ciendo que el diámetro inrhobil se dirija á B, 
se tomarán también los ángulos BAE, BAF 
B AG, BAD &c. qüo se anotarán con Ips an- 
teriores en un . libro de memorias. 

Escójale después otral^as^e G£ para deter- 



J \ ■ 



DE GHOMETR^ÍA. 1 29 

minar lo$ objetos R, H, K que ó no se vea 
desde ^ y B, ó forman,en ellos ángulos muy 
agudos ó muy obtusos : y desde sus estreñios 
G , .E ob^servense comoloí anteriores los án^n-- 
ios EGK , EGR , EGH 5 GEK , GER , GEH; 
y si es menester los LCD , LDCpara deter- 
minar algún otro punto L muy estrayiado, 
escribiéndolos^ todos con los. yá observados. . 
. Tendremos pues , en los triángulos AEBi 
-AFB^AGS &c. el .lado AB y las ángulos ad- 
yacentes Conocidos ^ y de consiguiente será 
f^cil calcular [os otros dos lados (286). Tam- 
bién se averiguará el valor de GS por medro 
del triángulo GEB ,, cuyos. lados GB, BE sjí 
conocen yá , y el ángulo GBE compreiidid<2|, 
,qu.e , es la. diferencia entre los observados 
ABG, ABE. Con GE y los ángulos ádyacea^ 
ti?s observados se buscan en los triángulos 
GJCE , GRE , GHE sus lado^ , haciendo lo 
mismo con los del triángulo CDL. 
. . Hecho esto^ sjs tjrará en el papel una lí- 
nea ab que tenga tantas partes de la escala 
.que ha de determinar- e] tamaño del planoy 
como varas ó pies tiene AB en el terreno , y 
tomando en dicha escala un intervalo de tan-* 
tas partes como varas ó pies tiene 3E; se tra- 
. zara desde h como centro un arco. Con otro 
.espacio de tantas partes como varas úpies tie- 
ne AE ^ se traza otro arco desde a y que corta-' 
rá al primero en. el puntó e , cuya posicioa 



respecto de cih quedará determinada en el 
{>apel , serneyíate a E. respecto de AÜ. Deter^ 
'in¡není?e de este mismo modo los puntos g ,/* 
c^d'^ y sé habrá a representado los G, F, C, D- 
Los K ^ R , ÍI , _L se deben determinar ea el 
papel desde l^s bases ge ., cd j trazando desda 
6US estremos arcos con el intervalo de tanta.s 
partes como varas ó p:es corresponden á GK, 
EK ; GR^ RE &c. y quedará trazada en el 
papel una figürji semejante á la del terreno 
(150); pues se compondrá de igual número 
de triángulos semejantes y colocados del mis- 
TOOÍnodoque ella : conque solo foltará di-^ 
bujar eñ cada punto los obgetoVque en ellos 
«e representaiK 

300 También sepudlieron determitiar los 
puntos ^de la figura después de haber obser- 
vado los ángulos éñ A 5 ü , G, E ^ C ^ D to-»- 
•mando lartAcomo digimós , y formando en U 
y b por meáio del semicírculo (14)^10? ángu- 
lósabe^ abf ^ ahgy abd^ nbc j ¿ae, baf i bag^ 
'bad, bac iguales á los observados en A y Bien 
g y é tirando la ge , los gei \ ger , geh; eg&y 
egr , egh ; y en c, d, los- cdl, Icd iguales á los 
medidos en G ,E, C, D.; pues los triángulos 
-que resultan ,^son semejantes á, los del terre- 
' «10. Eit^ método aunque menos exacto, ahor- 
ra el calcular los lados.por la trigonometría, 
y por «so conviene usar de él quando no son 
muy graneles las distancias á ^ur están los 
puntos principad* del plano. 1 •> v * 
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3 61 Ademas 4^ los medios que nos ofre- 
ce la trigonometría para medir toda7 clase de 
lineas; nos podremos también servir de los 
siguientes, i.** La altura AB (fig. 122) pudo 
haberse medido fijando en el mismo plano de 
la torré un palo ab paralelo á dicho edtñcío^ 
y diciendo después , la longitud ac de la som* 
bra del palo es ásu altura ab ; como la longi^ 
tud de la sombra AC es a AB : pero cuídese, 
sí el edificio termina en punta , añadir á la 
longitud de la sombra la mitad del diámetro 
del edificio^ que es en lo que aparece mayor la 
sombra 4^1 edificio igual 9 que el que no loes. 

$0% 2.° Para medir la recta A3,(fig. 130) 
ac^síble por u^o desusestremosil; se.plan^ 
tara un piquete en C, y sobre ^1 qrizontaU 
mente un estadal con dos reglas pequeñas ea 
sus estremosD^ A : diríjanse con ellas al pun* 
to B los rayos visuales AB, DB : muévase 
el piquete aí rededor , llevando inmobles las 
reglas , basta que quede en la direc(^ion ad^ 
y midiendo ab, ó lo que hay de a á b punto 
donde concurren los rayos (¿¿, abj se tendrá 
el valor de AB. Este método. que es bastante, 
exacto en cortas distancias, se aplica á medir 
quale.^quiera otras líneas, verticales u orizon-^ 
tales (306), colocando el estadal y las reglas 
según el caso lo requiera. 

3Ó3 3.® Habiéndose de medir la línea 
AB (fig. 131); tirada la base ACen sitio có- 

I 2 
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modo para medir^e , y dirigienclo la CB; se 
tendrá lui^trüngulo ACB coa ua lado AC, 
y Iqs ángulos adyacentes conocidos : cuyo" 
lado AB se calculará, 6 formando en CA los 
ángulo:» b CA, CA,b iguales á BCm\ , CAB; 
y entonces será A6=AB , ó tirando sobre un 
papel una recta ac del mismo numero depar- 
tes de una escata que AC tiene de varas ó 
pies ^ y formando sobre ella un triángulo abe 
semejante á ABC ; en cuyo caso el número 
de paVtes de la escala de que conste ab^ s.erá 
€l de las varas 6 pies que tiene AB. 

304 4.° Quando la líríea AB propuesta 
tiene una parte At) acesibl^ , tirada AG que 
supondíemosde 30 V. se formará , tomando á 
arbitrio la Ac de lo v. el ángulo Act)=ACB, 
y midiendo ¡¿4D, si tiene 12'v. formaremos 
la proporción -ác= I o v : AC=s 30 «ü: : ADzi:: 
12 V.: Al^ a que resulta de 36. Si AB do 
tiene parte ¿cesible, se alargará AC hasta 
<5ue Al sea de 101;. y formando el ángulo 
ATd=ACíi , se h^rá dicha regti de tres. 
Siempre conviene hacer á -4c el tercio ó el 
quarto de AC , y con eso será AD el tercio 
ó quarto de AB : como tarabieh tomar á AC 
4gual con poca diferedcla á AB ; lo que se lo- 
grará apartando tanto el punto C que el án- 
gulo BCA sea la mitad del suplemento del 
ángulo A ; pues siendo entonces AC£-=ABC, 
gerá AC=:AB (87). . 
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De la Nivelación. 

* * 

305 Conct tiiainos este tratado dando al-^ 
gqna ¡dea de los métodos de íñuelar un 
terreno. Para esto supondremos i.° que á 
razan de 56979 toesas ó 1329^1 v. castella- 
nas en que se puede regular <rada grado -de^ 
círculo máximo de la tierra ; correi»ponderaa 
á toda' la circunferencia 5 6979x5 6o°izi; 
20512440 raesas q 47862360 v: al diáme-v 
tro 6526685 toesas ó I5228932|u:al radio 
3263 342|tQesas ó 761446611': á un minu-, 
to 950 toesas ó 2216 a;; y á un segundo 16 
toesas que son 37 1; :' todo eií la suposición d^ 
que la tierra se<l perfecramente esférica^ pues, 
aunque en realidad es ovalada, '€a.insensíbieel 
error de dicho supuesto para la nivelación, 

306 2° Que una laica Aá (ííg,i32) cu- 
yos puntos A, C, d, distan todos igualmente 
del centro O dé la tierra , como la paralela á 
la superficie de un gran lago; se llama líaea, 
orizontal y de nivel verdadero , á difer^nctai 
de la. que se encuentra nivelandp, que en la 
distancia Ad ú la tangente Ac , que se llam^ 
línea dé nivel aparente. La ditereocia Cd en- 
tre las dos , ó lo que disra más de O el pu'n-. 
to C que d, es casi nula á la cot'ta distancia 
de ICO. á 130 tQesas ^. por la mucha esíen- 
íion de la sufier%ie de la tierra; pera en ma-^ 
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\ores diitancras se debe apreciar y restar de la 
que baya resultado ea la operacioiu 

307 Podreiúps sacar el valor de esta dife*. 
rencia considera,ndo la distauQÍa Ac iguala I^ 
tangente AB, y como BR^ABu AI?:Bc (144) 
suponiendo que el ^rco Ac se confunda por su 
pequenez, con la tangente AB; será BR Ic^ 
mismo que cR, y oR;Aa:Ac:Bc; pongise el 
valor de cR diámetro de la tierra( 305 ) , y 
el de la distancia Ac , y se tendrá, la diferen- 
eiaBc; y por ella qualquiera otra C^: pues 
siendo Be , Cd casi paralelas é ¡guales á. Aa^ 
Ab , que son entre sí. coma los cuadrados de 
las cuerda^s ó arcos 4c,Aíi (206), tendremos 
(Acy:{Ady ::Bc:Cd^ y 'así de las deni^s. La 
siguiente tabla formada por'MMrx Ficard y 
de la Rire contiene las diferencias de nivel 
aparente y verdadero hasta 4000 toesas.. 
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50 o. ...o... 0^ 

ICO O.*...0v* ^3 

,1 50... .0 o... 3 

'1 
2 s o* •• >0* •• • «o**** O*^ 

300.. ..o I. ...o 

3 ^©•••••O I »•• 4t' '^oo«»»»»o»»»«7*»«» i 



DISTANCIAS. 

Toes.P.es.Pul^, Lm. 



5 50 o...*3-'-6 

'Ó00..'...0***;4*..*0 



DISTANCIAS. 

Tces.Vies.Pul^^Lin. 



1000 0.. 1 1. ..O 

i2 5o*-ki>»**5***^f 
1 5oo«.*»2....o.-.9 



400.. ..o.... I*... 9-| 
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650 o*. #.4.. .«8 i75o."»2'-«»«9*"^i 

700 o.... 5 ****4 2000 3-.***^'****^ 

75o*««h.o...«ó....3 1 joo.***5*—8...9 

3000... .8, ...3... o 

3500...1 1....2...9 

400o.* i4f*8.**o 
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8 jo.....o....7««i ^i 
900 o.. ••8.. 1 1 

950 o..io..,-.o I 
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3 08^ %sto supxiesto, para 1^ operaqion 
de nivelar^ usaa Io>5 Prácticos de diferentes 
iastriiméiitos. Los mas comunes son j9eimr^/ 
de ayve (fig. 133) , que es un tuba Uena de 
espíritu de vtno menos, una ampolla de^ayre 
A,. que debe estar perfieccam^nte en medio, 
para que el sitio » <^ue ' ocupa el ixistrumc&to, 
t%té á nivel 3? El nivel de AlbaHil (fig. 13 4) 
es un trtánguio isósceles sin base con un cua-? 
drantd de círculo entre sus. lados ^ y una lí^ 
nea perpendicular tÍEada desde su vértice á 
la base y señalada en el cusúirante. Peí es^ 
treijia superior de esta linea cuelga un. hila 
con un plomo, q^i^ pagando po4r el cuadrante, 
determina en grados la cantidad de inclinar^ 
cion del plano que se nivela, ó pasa por dí-^ 
cha línea si el pUno ^stár á nivel. ' 

309 3? BH nivet d¿ mas uso es el deagu^ 
(fig.ij^) compuesto de^' un tuba hueco de 
hoja de lata ú otro metal .doblado en A^y B 
en cuyos estremos $ yt-se introducen otros 
dos tubos de vidrio D, C pegados con betún 
en e yt: tiene debajo y en medio dfel tubo 
AB una virola para, colacarle fen su pie. Lle- 
no el tubo de agua hasta qu$ llegue en Iqs. 
dos pequeños á la altura de 2 á 3 pulgadas, 
la línea et que pasa por la superficie del agua, 
es pérfectame^rue oriaontaL Acompaña al xÁr 
vel ^í estadal HG dividido en pies , pulgadas 
y Hacas ,/caaiam reb^ en el media > ctvd ^¡^ 
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se intruáuce una re^lk , á la que se fija un 
cartón u hoja de lata TE de uai pie ^a cua-- 
dro poco mas ó ménós y cuya mitad inferior 
se tiñede negro, dejatido, blanca la superior. 

310 Si se quisiese >aber lo que dista cnas 
del nivel verdadero el puato G qute Z ; se 
colocará ^ instrumento en E , perpendiculac 
al terreno, por medio del hilo de plomo H, 
se enviará ua Peón á G que clavando el es- 
tadal perpendicaiar , y teaién^dole fijó con la 
mano izquierda j siiba.ó. bage con la derecha 
aegun le avise el que lax-ire desde e, basta ase- 
gurarle en T donde remata el ra^yo visual /T 
3Iidase:afi>rala altura QT que supongo de 2P 
y 7py y restándola de la del instrumento que 
por lo común es de 4P y 6/) ; resultarán iP 
^y I ip , en que el pun^to Q está nías eleva- 
^0 qué Z sobre el Orizonte. Si la distancia ZG 
no pasa de 750?, se. desprecia la diferencia 
ijntre el nivel aparente y verdadero: pero si es 
jnayor, se cuenta con ella, y se repite la 
j^peracion nivelando, de . cada vez 1400 ó 

1500 P* 

3 1 1 Hayanse por egemplo , de nivelar los 
(f puntos Ay H (fig.136) distantes uno de otro 

3000 P. pudiéndose nivelar de cada vez 1400 
rá 1 500 P , dividiré la opera<;ioti en dos es- 
taciones : elegiré para ellas dos sitios á 750P 
uno , y á. 2250 el otro del punto A : pon- 
go en el medio E de toda la distauKia un es*-. 
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tadal , y planta el • íi^trumeata eri. i : mirare 
desde a. b^cia B , y haré notar y medir l^a al- 
tura AB que el rayoi a& iS se paia , y (jue su- 
pongo- de 8F 5p: natiro después por fe á C, y 
man doJ señalar e^ te. punto con un lápiz. Paso, 
ei nivel al punto 2, y mirando desde áá D, 
mediré la altara DCde^P. , haciendo notar 
ó eácí-ifeir á parte la altura IIP de ?P 3/>, 
que se determina mirando 4e c á F. Sumo 
ahora las alturas AB; DC encontradas , y res- 
tando de «u suma 12P 5p, el valor' jP 3p 
de HF; tendré de residuo 7P2P,. que es en 
loque di puatOr Ae&táinas B4J0 que H.. 

312 Si hubiese cuescas en la operaciony 
coiavendrá. poner separadas en una columna 
que llamaremos « primera ,. las distancias que 
.se.eaeuejatransul]|Í6ndD^y exi otra, segunda las 
que se encuentren bajanüa) pat^>xesrar des- 
pués la suma de las. unas, de la de las otras. 
Y así .continuanddlalii^lacibri del egemplo 
anterior hasta- el punta Z y apuntaré en la 
I? columa las alturas halladas AB , DC, y 
pasando el nivel al puntó 3 vO^iiraré por /, 
e y G , y haciendo, medir GF de 3 P- 6p , lo. 
. apuntaré ea la i? columna, determinando 
también desde e.er punto I. Plantado el ni- 
Vel„e.n' 4 , determinará, el rayo ^ . la KI de 
jfi. 3/>, que escribiré en la 2? .columna por 
V ser bajada , tomo también Uc jaltura 4P 6p 
% d^l. instrumento colocado en 5 > á cuyo pie 
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va á dar el rayo yh , baeieado al m-Ismo titmí- 
po señalar ^l punto M á doade se dirige hy. 
P^so á 6 , y escribo en la 2? coltímna 2P 
¿ que equivale MN determinada por el rayp 
i^, señalando también el punto P. Ultima*^ 
mente, .pongo en la i? columna las alturas 
QP de 4P ip , y TS de 6E 5p , que s© en-^- 
cuentran como las otras , colocando sucesi-^^ 
vamente el instrumento en 7 y & , y la XZ 
de 3P 2jp. en la 2f Sumando ahora las aItu->- 
ras de la i^ columna, tendré 2ÓP 5p : ees* 
to de ell^s 12P 11^ suma de las de lax?> 
y resultaa 13P óp que dista mas del contr^ 
. de la tierra Z que A. Las cuestas demasiada 
empinadas se 'nivelan mas fácilmente comen- 
tando desde la cumbre , y de este modo pue- 
den nivelar dos á un tii^nipa par^ acabar mas 
pronto la oper;^cigj]«' . v 

APLICACIÓN DEL ALGEBRA 

.' . á la Geometría. 

Construcción di las Equaciones de i9 y 2.9 

grado 

313 Para la resolución completa de los 
probíemas geométricos por medio delAlge-^ 
bra , es preciso^saber ánte« representar, en lir* 
neas las espresiones ó valores algébricos ' de 
las incogaitas que canteügaa. ISsplicaréauís^ 
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^ta operacjoja que se llama constru^ion ^ en^ 
los egempiós siguientes. Scax—a**-/?-;» ^don- 
de a ríípreseace ía» línea A (íig. 137) , 6 la 8 
y »la C : taiiio -sobre uua línea indefinida Dlf^ 
Ja DO=A/laOT=B^ y desde T hacia el U- 
do opuesta la TSrrf^, y teadr¿ DSiziDO-h 
QT— TSziza+-Z? — nirzjr- 

314 La expresión jrrz: — represetita una 
quacta proporciónala Cyay ft; pues c:a::b: 

í¿h hh ".ir 

— zzzx: y Arin— una tercera proporcional a 

cy&; por $erc:i::6j-r irrAr: luego. s¡ a , 6^ 

c representan las líneas o^n^m (fi^g. 57), y se 
practica lo <jue digimos ( 123 y 124) ; si^rá 
btzizx la quárta ó la tercera proporcionat A 

ahcd 

esta* misma operación se reducen jr::i: -^ — - 
hacienda efuv.b: — . , w : -r-:: ci — r- > y últi- 
mameate, nv :: J:— — zzzx. Aquí y en lo 

em emn 

^uotsívo damos por supuestas las operacionej^ 
geométricas que citamos. ^ 

315 Quando hay dos ó nías termino^., 

cd abe r^st^ , ^^ • 

.como en xz=z—-^ rí^^- ^^ búscala 

línea á que. equivale cada u5io , y queda- 
rá reducida á una espresion semejante á esta 
x:=p^ q-h^ facU de cojnstruir. XfO mismo se 
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egecutacon yg=— - ^ .^ ^' > estpes, se bus- 
ca una línea te ^, otra m=4^, y n=^ 
y resulta x=z:f-+-w-4~fj, 

^,z /Di- abe -^ c^rh -^ íkc. ^ 

, , ed'/g.-hí^c. 

he ¿^-r/8^/> 4-&<;, ■• - , 

'iia^>^,,„+S;r"«e reducen á monomios. su« 

denominadores polinomios, haclendo.fm, 

-r— , n=-.^r^ . — esto es , buscando una 

linea Igual al denominador dividido poruña 
de sus letras^ ó por dos , seguii el número 
de factores que contenga ; pues siendo en tal 
caso etz=xd-fg^ agn=a^g^d^m\ se reduci- 
ran las espresione.s propuestas á e3tas xz=z 

abe 4- deh bi^d-a^qp 

t:""^> -*"= ^ — r querva hemos ense- 

fiado á construir. 

317. Hay construcciones nías expeditas 

_ • ^ . . bd -{- ad (b 4. a)d 

para Ciertas espresioaes: x= —Z^::::^'lJ:,J. 
se construye haciendo c-i-e:&-^a:iá: — i^^rzíx 
•^ — ^g3/~ — ^ — t:? — 9 hacieadcí g-f.a^bi: 
~'~Zf^ =^^- ^^^^ ^^"^ ^^^'^^ facilísima- 
mente xzz:^^^-^ > mtrodücireinos en el 
término i^íT la línea c Haciendo -— -. r=í , ó 



! , 



A LA GEOMETRÍA. Í4I 

e:b::d:r ; pues será hd:zi:et , y poniendo este 
valor en lugar dé bd , se convertirá la espre- 

sioii en esta x^ — r— == -r" * semejante 

á la primersu 

jiü Todas las espres iones anteriores tie- • 
nen en su numerador un factot mas que eri 
su denominadoi' : peto si tuviesen do^ como 

m"^ -^a^b a^-^ ab , «? + ^h_. 

— r=:ax-— T^, seencontrara-— — -w,. 

y la espresioa reducida á axm ^ se construirá 
formando un paralelogramo cuya has^ sea 

«•vmla altura. En -^-^^ ^iiayquemtro^ 

ducir a erí el 2.° y 3*r téríníii^ > haciendo 
— rrjw Ó bcnzarh ^ y ^ rn n ó á* = aw , y 

quedara reducida a — "• - -- ^ — — (^^* • 

(llíjjii!^) seiñejañte á la antetlon > 
519 Quando son tres los factores que 
hay demás , como eü . . > 4, — ^ > ^^^ ^^ 

igual á a&x — -- se hallara — -~- f=: fM , y 

siendo a& un paral elogramó, si se le coD&i4^r 

ra como base de ua paralelepípedo cuya al- 

: tura sea m ., será su solidez abxrrij y esta seca 

la construcción de la expresión 
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320 Las cafitidades que tienen comb las 
construidas un mismo número de factores eu 
rodos los términos, se llaman homogéneas : sí 
klguna abc^ — a^-^ ahm no lo fuese , suponien- 
do que fi sea la línea que representa la uni*- 
dad; se multiplican los términos faltos— a*-H 
flfew,el i?por »^,y el 2? por», y resul-*- 
tará la espresíon abt^ — ^^^-*^übmn igual á 
la primera, y que ya se podrá construir pót* 
ser homogénea. 

521 La expresión, mas sencilla de ¡as 
equaciones de 2? grado es x^nViac, que e$ 
una media proporcional entre a y c : de suer- 
te que suponiendo mma (fig. 65),fi=c, será 
procediendo según digimos ( 145)9 la bd=x== 
Vac. íambien x-=iz\/ (ibc-* dc)z=z\/ (2b't'd)c 
representa Una media proporcional entre........ 

56-iá y ct V(a*—i^)zzzV («•+&) (á—b) otra 
entre á^b y<i — fe En xz:=zV(b^-^dg), intro- 
duciendo en dg la línea 6, ó haciendo ág=fct; 
se tendrá x=V(t^-4-6í)zz:V(¿+f)fe, que es 
uña media proporcional entre b^t y b Quan- 
do la.espresTon consta de muchos términos 
como x=.y{cd.^ac'^ eb &c.) se procede del 
mismo modo : ó\q busca como digimos(3 1 6), 

una hneat= j , y %tx^bt^=icd\ac^éby 

y xzWbt. En x=V / bc^-a^g tíc. \ ^^ ^^^^ 

i y v(cf-am)áqueq^e- 
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da reducida , se construye facilísi mámente. 

322 Sea xzzzV'a^-^-b^): tómese CD::=i:a 
(fig. 138) y perpendicular á CD, la BD=:¿|. 
será (141) la hipotenusa CB=V((CD)'-h 
(BDy)=yia^'^b')~x. Si se hubiera da- 
do x=zV(a*-^&^-*•c*-Já*-*•. &c. ) ; después , 
de hallada la CBzi:V(a*Hr¿'), se levaiitaráv 
en B la perpendicular B«Azii.G , y será CA= 
V (a*-^¿^-»-c^) * tírese después la perpendi- 
cular AOrzá,. y se tendrá finalmente COzzz 

V (a'-*-6^-+c*-^á* ). Quándo hay algunos 
cuadrados negativos ^ se busca ua cuadrad^ 
t^ suma de los positivos , y otro m^ suma de 
los negativos j y se reducirá la espresion á 
v(t'^ — m') , que se puede construir descri- 
biendo sobre la líriea ac:=zJ (fig. 65) un semi- 
círculo , en e^l que se inscribirá la línea ab=wí; 
pues será (203) be zzz V( {acY — (Jáby)z=:, 

V (^' — ^*). A esta y á la anterior Construc* 
ciafi pueden reducirse las espresipnes xn: 
.V(a¿-^cd + »nrn &c.) , ^zzzV {ab -cd-^mñ— 
&cO^ haciendo antes a&±;:r* ^ cd::=^r^ ^mnz=2 

5 2Í Sí en x={ &«^- . 7 ■■ • ■ Jsüfpone- 

^ ^ V bd^ac ) y ^ 

.mof W -^:«czirfw', «'•♦• c^'nzf* ; nos resultará 

x-zz V L&*-^- I ; hágase dexpues ^n=^ 

y quedará que construir ^Jí^^-^n^). V(¿»* -C< 
V(W-¿^)) *e reduce", buscando r=V (¿¿í — 
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/ aV(h-¥c\ -^ 
e'), áV(a«-cr): y últitóaiiiente ^-— ^ 

s ^ $e constru^^e buscando una 

media proporc ionial n entre '^-♦cy d-+e, y des- 
pués una quarfa d^ ey a y w. 
' 3ÍÍ4 Sea xi=i:rtIárb:V(Ja^dr5^) el valor 
sacado de la equácion general incompleta de 
*'2.° grado ■y^í±r¿gy ^_-L ¿^ ; ^ pues que abraza 
Jas dos fórniulas x=:i=fc:~íí:=±=:V (fa* + ¿^), 
jr=:r±:r|¿ir±=:V(ia*- fe') , tomemos para cons- 
truir la I? nc=|tí! (fig.60) , y ah perpen- 
dicular á ac igual á 'fr, describálie con ¿jc uri 
círculo, y tirando ¿í; ferídremos" fcfurrfc— +— 
f6:=|£í-i— V(Ja''-H~&^) ,' y hrz=zbc—crz=z- 
|a-H V (|a^ 4- ¿'*); loego=±rir yrfcrir serán los 
quiltro valores dé la i? espres¡ón¿ 

325 Para la construcción de la 2* x=r+i: 
|ar=!=:V(|a*- &^); sobre ¿íií:=2a(fig.65) trá- 
cese el semicírculo ahhc'y e inscribiendo en él 
ahzzzb , j:¡re$e he qué Se alargará hasta que 
cn\ cp sean iguales á ac, y serán dtt;), z±rfcp 
los tjuatrp valores que se buscan: pues bn^rz 
en -}¿c=:|a — V (í a'— í-7&^) ,' y hpr=.cp^ch=z 

326 Esto supuesto, para la solución de 
los problemas geométricos, ademas de lo que 
dejarnos dicho en la de los algébricos (227 y 
sig.t. I.) y se supone encontrado lo que se va i 
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busóarV Saliéndose para formar Ik equa^iotí 
tjue determiiJ» su valor , de la posición y re- 
lacionen de las líneas que se den. Pero quan- 
^do las condiciones del problema no suipinis- 
tran rodas ia$ líneas necesarias para resolver- 
le; es preciso buscarlas , alargando las dadas 
hasta que encuentren otr^ , tirando parale- 
las , perpendiculares, tangentes, formando 
triángulos xectángalos ó sefnejañtés, y valién- 
dose después dé las propiedades que de es- 
tas líneas y figuras dejamos demostradas en 
la geometría elemental : en especial la de 
los triángulos réc*tángulos y semejantes. Y 
supuesto que para esto ño se pueden dar re- 
glas generales , ¿s preciso éspeíar Io$ progre- 
sos y el ací^E^to en esta materia d^l talento y 
-átl egercicio reflejfioñado que cada uno haga 
isohrb ella. Al mismo tieitipo qué resolvamos 
'algunos problen^as , haremos las únicas ad- 
Terténcias que púeáeñ guiarnos en tanta obs'^ 
"CU r ¡dad é incertidumbre. 

327 prob. i.o Dados dos pantos A, C, 
"(fig. i^g)tr(izar un círculo qut pase por 
tilos y y toque ademas la recta B£. Supongiise 
encontrado el tercer punto T por donde ha 
de pasar ti circulo^ tirese por A y C la AS 
alargada hasta que corte á BE; y tend rencos 
que averiguar el valor de EF. Dividaie AC 
por medio en R , y llamando £R , a ; AR=: 
^C, i; y ET^ r; será CErra — b , y por I# 

Tomo 11. K 
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demostrado (£44.) (ET)^=:AExEC, ó. jr»= 
a«— 6« , y x=sV(a*— b^)z=.]^ : espresioa 
que se puede c0n<itrülr describiendo sobre 
ERzna el semicírculo RHE , é inscribiendo 
en ella RtI^RC^6 i pues será EH=ET 
z==ixz=zV(a^ - b^) en el triángulo rectángu- 
lo RHE (203). 

318 1. Dividir la linea dada AB (Gg. 
140) en media y estrema razón ei» D, ó de 
modo que sea AB:AD;:AD:DBv Sea ABzzro, 
AD-— T-;r; será BDzztíÍB — AD=á-¿,y la 
proporción AB: AD: : AD: PB se mudara en 
esta a:x'M)a-^x , donde (1.74 tX)x^z::ra^'-aXf 
y (249 t\h) xrr:- fíi±V(a^-.|a«). Si se le- 
vanta en B la perpendicular BC=r4^ y y se 
tira la ^C; valdrá V(fl^-+|a*) ó V^a^ : cor- 
tese de 'aC, CU=zV¡Cz=:^a^ y será AE=: 
ADzzzAC- CEz^V|a« -- lo. El, otro valor 
- I^-V ia* se construye tomando á la par- 
te opuesta AHz=AC-*-CBz=:|a-*-V|a% y 
la AH será tanbien media proporcional en- 
tre HB y AB. 

329 3.0 Dado et radio de un círculo^ en-* 
contrar el lado del triángulo equilátero , el 
del decá^^ono y pentágono regular. i.f> Sea el 
radio ACzzza (ñg.i^i)y x c4 lado AT del 
triángulo; será el arco ABT de ^20*^ , AB 
de 60° , y el triángulo ABC isósceles : luego 
(82) CPn:|a , y ea el triángulo rectán- ' 
guio APC será (AP}*=: (AC/— (CP)% 

\ 
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ó|jr«=::a*— |fl*, x^=: 4a»— a* , y xzn: 
v(4a*— a*). Fórmese pues, sobre el diáme- 
tro MN U0 triángulo equilátero MR'N, y 
la perpendicular RC será en el triángulo rec-' 
tánguio MltC , y(^aa — aa)z=z x , por ser 
MC^a y MRzr:MN=2íi. 

330 2.^ Suponiendo (fig, 142) AD— x 
el lado del decágono, será su arco 'medida del 
ángulo A CD, ~ de la circunferencia ó de 
36^ , CDA=:CAD de 7^** (86 y 87) , y 
BDG de io8* (84). Hágase BD=DC, 
y será DBC=DCB= 36*, y ACB=72« 
luego los triángulos ABC, ADC serán se- 
mejantes, y se tendrá AB :íÍC::AC:AD , ó 
a-^- xta::a:jr. será pue«, x^—f—zirma' , y jc=: 
— ladtrV la^zriidD: espresion que encontra- 
mos (J28) ser el segmento mayor de una li- 
nea .AC=:a. dividida en media y estrema' 
razón. 

331 3.0 Para encontrar el lado SDtnz 
del pentágono regular, dado el del decágono 
ADzríA y el radio ACszza ; tenemos DLm 
iz (82) , LCrrV(a* — 12^) en el triángu- 
lo rectángulo DLC, y AL^riAC — LC=ia- 
V(a* — Jz'). Del triái>gulo rectángulo ADL 
«e saca (AD)'i=:(AL)^'4- (£)!)• , ó ponien- 
do sus valores , fe* =a^'-^ ^a V(a^-fz') 
-4-fl*. — Lz^^lz* esto es, láy (a'^-lz^)=z 
la^—h*. Cuádrense arabos miembros, redi^z* 
case y pártase pora', y resyltará z*í^4t*— 



fa^8 iíPLICACiaN £>ÉL ALGEBRA. • 

: yjiues que BurV^a* — ^a (330), si en 



lugar defc' y b^ ponemos sus valores |á* — 
av^a^'/^^-^a^V^a^.; tendremos reducien- 
do, 2'*=rrfl«4.|a^_«V|a'' , .ó z'^rn^HrAVpo- 
niendo t* cu lugar ^e ^a^-^áV^á^. Tórtie^ 
ahora CTrz: & , y rirundo RT, será en- el 
triangulo rectángulo RTCí> RTiiiriV (a^ — »^ 

332 4.0 Dada la HD ( fig. 145 ) y los 
ángulos ílj b que con ella forman HC, DC^ 
averiguar el valor de la altttra CP a qtí2 es^ 
tas Imns se encuentran. Ljaoiemos m in tan- 
gente del ángulo D éonooido , n la del ángu- 
lo jEÍ , r Ú. radio , Hl)> ai y la/GP , y tendre- 
mos ea el triángulo rectángulo CJDP (281) 
t)P á PC ^ cowo ^i radio 4 la tangente del a»-*- 
guio Dj o' DP:j::r:wv íiC:jy:;r:»jiuego l3P = 

pi n * m n 

4e consiguiente , -yrf: ^ — ^-^. Sí llamamos í>, 

g las cotangentes de dichos ángulos D, H,y 
cii lugar de sus tat>gent;es m , n ponemos sui 

equivalentes (268)-^, — en la cspresioñ 

hallada; quedara reducida á yrs: — ^ ^mu- 

cUo mas sencilla que la priríiera: para que se 
vea^ qíie^e la elección de las líneas conocidas 
pende que el resultado sea ó íio sencillo. 



3}^ ^. o Dudas los r tres lados ACrr:ai 
BCzx^c^ AB:=;b de un-trídfi^ulo ilBC(fig.i 19 
y f^o), hallar la perpendicular ^AD y- ios 
d(kS i/^gipentos liD, DC que forma sobre BC. 
Suponiendo ADzziz y DCrrJc , será BD rz 
EC^-DCjzrc - X cakifig. í 19 y- en la 120 
BD:=DC— BC— jí - c ;. y siendo (DC)*-H-. 
(AD'^)= (AC/ , y (BDj^^ (AD;^=: (AB)'; 
tendremos ^V^g^ — a^y e^ — icx- jp*-*-2^=it'; 
restando, e^i;a equacion - de la i.^ quedará 

2cr— c"=í?* — b^ y y xz=z ±1:: ^ 



1C 1C 



£.-,1 f il±ílíf±.^) . |c= PC : qute ¿s la mí- 

144 de yaa quapta proporcional a 6 , a-+-^6 y 
a — i , sumada con fe: averiguada DC , ^ 
conocerÍTfáciltnente.JDó z, . . 

3 JH- .\.De la ^qusicioa 2c^ — c'r:3»*^-^6* 6 

,2;f-c ó BC:AC-H-rAB::AC - AB. : AD:;±rBD, 
proporción de^lQstFa4a (283),A^iaiismO) sí en 
la equacion z- — f— x*=a'' ^ z^r^a^ -^ jr2=(a ^ jr)>< 

(a — x), ponemos por X su valop-rr.-r--^— 

rf-K TT^ J^v^^ 

15:1 . .. . V~r- JxK r — TT -r I • 
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'lueg<^4CC2íz=((a;-»-c-»-fe)( a-^-c — h)) ((b^e^a) 
lastima délas tres lados a-+-6— ^— {^, 4C^2*m 

2S(2S 2ft)(2J— 2a)(2i— 2c) =r i6s (s — a) 

(j— 6)r — c), donde partiendo por 16 , re- 
ducienda y sacando la raíz , resulta f (cz)= 
Y (s(s — a) (s -&) (s-c)t y como } (cz) zzz. 
;}BCxA1> es la superficie del tfiángula 
ABC (182)^ se encontrará esta quando se co- 
nocen sus lados , restando sucesivamente cada 
lado de su semisuma y multiplicando las restas 
enfre- si y por la- semisuma ^ y sacando des-^ 
pues la raíz cuadrada del producto^ Véase 
pues^quántas cosas puede contener ama equa*^ 
clon ademas de la que se buscav / ' ' 

53 5 6? Desde un puntó B (fig. 144) cuya 
situación ex- conocida respecta del ángulo :FCO, 
tíroT una recta que torte en él un triángula 
CHD de una superficie . igual á la de un cttA-* 
dradada. conocida mm. Tírese como quiera la 
BHD, después las HTy BX perpendiculares 
á OC, y BM paralela á FC: y tendren\os en 
ios triángulos senrejantes MDB,CDH,BDX, 
HbT; MD;CD::BI>cHDíBD:HD:; BXrHTí 
luego MD:CD::BX:HT, ó llamando ^C,aj 

ÜXyb'yCDyX; a^jr.:r.:h:IÍTzz>^-j — i: y pues 

qfXQ iCDxHT es (182 ) . la superficie del 
triángulo HCp , que* ha de ser iguala mm^ 



A LA geometría. 151 

se tettdrá— X— -^-irzfnm Q ■ ■ . ■" ■- r = wm^ 
-donde X5=; ^-y-^:S;:;Y / ^ + — ^ J=^~ir^ 

336 Para construir esta esprcsíon, áe le- " 
yantará en qualqutet punto P d^ una línea 
indefinida AX ( fig. 5^.5 ) la perpendicular 
DT=z=fa, 30bre AJO y DT sé tomarán DC, 
¡DN iguales cada una á m, y habiendo tira- 
do TN, y T?pr C la CH p^ral^l^ á TS.;] 

será , Dnn:— — en los triángulos semejantes. 

DTN, DCH, donde TD:CD:; DK:PH , ó 

b:m;:m; PH:^;-t—; luego será <^r=:DH^. 

V(DH-*-'2a)xDH, , • 

Tómese después , BD=í:ia , trácese sobre 
HB un senticírculo jque eticuentre en F U 
BT, y será U cuerda PH— V rDH-+-2a) 
DH(r38) : pa?ese esta á HO 5 HA^, y serán- 
los dos valores de x AD— ÓH-h- HA=: 
DH-i-y CPH-4-2a)DH, y DQ=HO — 
DH=?V (DH-*~2a) DH -PH. Si se pas4 

' el primer valor AD desde C á D (fig,H4) ^ 
$e tira la BHD , será el triángulo CQH el 
pue se pide. E! 2,0 valor DO, que se ba de 

^ tomar en sentido negativo para que sea DH 
-^V(DH-H.2a) DH , se pasa de C á d 7 
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coa el triángiilaCAdí se resuelve el probletw 
TespectQ dei ¿AgulQ hCd igual y opuesta 4 
HCP ^ como se puede ver oomparaudo los 
triángulos J/LBd , dhC ; BáX , VAd 

En el caso que el punto. B se hubiese da- 
do por bajo de la CD y en el mismo ángulo 
MCH (fig.. 14.6); ía posición de las BX,.BM 
contríiria á h que t(?nian en el cíiso. anterior^ 
hacQ ne^atiya^s ías a , b. , y produce el valof 

«iícndo el mismo que !fclaaterl(\r aunque cQt\ 
signos contratrips, se construye del mismo, 
modo que él. ; 

En la %.i^7 en que el punto, B ppr baja 
de la CE> qoge la BX ó b en situación opues- 
ta al primer 'caso > el -6 reduce la espre-. 

siqn a esta x=i^- —-:=±zy í ^a \— ^ 

•^ Q , \ b J b^ 



mm ^ 



\' 



quesíenap imaginaría quando— - es menor 

que 2a, mue&tra que entonces es imposible 
tí pTQbleraa : quando 2a se supone menor 

qué -y-r , resultan negativos ambos valore* 

y pertenecen al ángulo MCA igual y opues-- 
toa FCO dado, respecto del qual sera im- 
posible el problema^ Con efecto, si después 
de haherrhallado como digimos (336) DH= 

""y("g-i4í)> s^ Wnpia HB?=2flf, y al semiri 
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círcnl? tf adiada sobare elja $e t¡r¿^ la tahgentf 
DP <^ue será. (1^4) VJDH^DB— V/'j^liaV 

— -T , y ae llev^ esta d^ lí á A y á O; seráj;i 



-^ - to5^ valores de x , que tomados con slg- 

nos ^ontríiriqs /es decir ^ llevadas de C á 
p y 4 (fig-H7) y tirando las HBD, AB/?,. 
cortarán Iqs triangulóse B[DC , hJC, pedi-». 
dos, ' V ' 

Dado ?! punto B dentro del ángulo HCH 
(fig.149) , la/CM óa que entonces result4 
pegativa, reduce lp.s valores á la espresipn 

^ *=^=*=:V(-^-.a)x-plam..sm.q«e 

/ U anterior sioo es en los signos: y asi 9<yjs,truÍ7 
da coo^o ella , se llevarán AH , HO valores d^ 
— X, ^ Pyd.á la derecha de.C, y darán Jof 
dos tr«nguÍQs HGD,^ A^d qu<? desatan la 
cuestión. La temos tratado en íoda, su esteurr 
aiion para que se acostumbren los principian-» 
tes á 'sacar de una equaeion los diferentes ca-^ 
sois que Rufá,e ' encerrar. 

, 337- Íi9^?5^^ problema podramos faciU 

mente ii%, dividir un triángulo AHQ (fig-i^ 



\ 
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I ^^) d^sde un puntó B dado dentro ¿fuera 
de él , en dos partes qut tengan entre sí una 
razón qualquiera a:b. Pues sí se hace «■— »— fe a 
a 5 como la superficie conocida del triángulo 
/.HQ al 4,0 término ; será este la superficie 
que 4ebe tener el triángulo HCD que se pi- 
de : coa que si buscando un cuadrado mm 
igual á esta superficie , tiramos desde el pun-. 
to. B una recta ^ que corte en el ángulo A HQ 

una superficie igual á mm (33 5)^ s^ babrá re- 
suelto el problen^i^. , 

338 2? Dividir desde un punto d^do K 
(fig! 150) qualquier figura rectilínea ABCDH 
en- dos, partes ARLB,REDCL que tengan en- 
tre sí una razón dada,. Conocida la ABCDE 
coa todos sus ángulos y lados , averiguaremos 
la superficie del ángulo AFB , cuyo lado 
AB , y áagülos BAF , ABF , suplementos de 
EABjj ,Ah(^ , son conocidos : y siendo fácU 
averiguar como en ^1 problema anterior , la 
superficie A RLB , porción determinada de 
toda la figura; se reducirá el problema á ti- 
rar desde el punto K una recta I^Rli que cor- 
te en el ángulo EFCun triángulo de una su- 
perficie conocida. Lo que también podrá ser- 
viraos para dividir una figura en qualesquier* 
partes. 

339 7? En una esfera AHBD (fig, 151) 
formada por el semicírculo ABD' al rededor 
del diám^ro AB , se pregunta en qué punto 
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será la solidez del segmento esférico . D AHED 
igual á la del cow) DCH. Sea AC=a, AE=i=Xy 
$erá CB«i - K í y suponicadQ r:c U razón 
del radio á la circunferencia , será la del cir- 
culo máicíoiQ AD. HA ú ^^fi térounade la 

proporcioa rxcwíiX' — -: la superficie del cas- 
co esférico DAH (224) ^ — -x x, y 1a solídet 



del sector esférico DCHA (24^) 



í^ 



■vo 



x^x|a= 



4^ ex 



T--. I^ d$l cono BCH es el producto de 

V - , .... 

su basé cuyo rayo es ED, nxuUiplica^a pot 

el tercio de la altura EC (239): y como 

en el triángulo rjectáugulo E^C, EDz::^ 

V((DC;«-(EC)«), ó ED=:V(a^ --',f?^-^2ajc-. ' 

íf')=z:V(2flAr-j!r5) j'si se hacer;c:; "^J^iax-Á^):, 

cV(2ax "X^) 

'-^ ^j será esta, la espresion de lacir- 

xjunfefencia del círculo base del cono: su »U- 
superficie (18 j) el producto de esrta- circun-^ 
fercncia por | .ED , mitad de su radio , ó' 



C 



■WllHW"*!^"* 



) 



y la. solidez del cotio el producto de estaba^» 
$e por I EC,; tercio de- la altura , esto e», 

1 . .. í. m X i -" •> 



ar 






Si esta ) que en el caso presente d^be 
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ser la m¡f^4 de la del sectoi-'pCHA,so mul- 
tiplica por 2 ^ cjuedará igual á la de dicho 

sector:, de suerte""que tendremos^^^ x 

-— = — -i que se reduce á x*^iaxz:¿ 

— a*, donde ArrrrlíidrVla'iríriaiVc^a* 

a* ) : espc;esioa que se construye tornaadQ 
AR==:|a , traíaáado sbbr¿ ella el "semicírculo, 
c inscribiendo eri él 1^ 4T::;;za-: pues sien^, 
do la TR en el triángulo rectáneulo ATR, 
V((4R) V(AT).')=y(|<,V^^) r si ' se tiy 
ma RE=^TR , será A£i:r4R_ER 

349 Efótro valor* x=|á-H-^V|^*.^que 
por ser mí^yor que el diáojetróaa, no puede 
pertenecet. ala cuestión , resuelve esta, otra: 
dada la A^ dividida en tr^s partes iguales 
inB ;^ C j,ejKmtr(tr en la tpisma dirección un 
pumo E^ tal que A0 sea media proporcional 
cutre las distancias de E á los estremos A y ' 
Q: pues suponiendo. AC, a; AE , jc;s^ ten- 
drá x:n::(i:^a-x ; $ííX-x^^xa^ , y xmia --^ 
y fa'-: y supuesta la «onstruccion anterior, 
se pasará TR á E y fi^ 7 puntos que satisfarán 
1^ Dregunta.^. Estos probleaias cuya equapoa 
incíuyg. ia solqciqn 4e ^uQ^tJones distintasi.so 
llaman concretos jy abstractos aquellos qite tie- 
nen tantas soluciones cQmo valores la incoff- 
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^41 Concluyamos esta matem previ- 
niendo á los que se egercitea en ella , que no 
esperea acertar desde luego con el camino 
mas corto de resolver y construir un proble- 
ma. Entre los diferentes datos deque se pue- 
de echar mano pitm estei efecto, los hay qué 
conduceu á eqUacxoñes más á menos compli- 
cadas , de inferior ó de superior gradoi y por 
eso se deben tejitar otros medios siempre que 
el escogido aparezca embarazoso: en la ihte-^ 
ligencU de qus la mayor parte de Us espe- 
íiitas y 'elegantes jconstrucciones y soluciones 
que leemos en las obras de los mayores, geó*^ 
metras ^ no se han conseguido antes de haber 
probado otras mas complicadas y ti'abajósas; 
y de con'iiguiente que ademas de íalento , "sé 
necesita haber adquirido con el egercicio cien- 
to tino, para ^creerse adelantado en esta mate<- ' 
ría tan útil como dificil y delicada: especiaU 
meate quándo se trata de construir equacio-^ 
iies de grados superiores; 

Construcción J¿ las equaciones indetertninadas 

¿(? i.o 3^ 2.0 grado ó de íos Lugares 

geométricosv 

■ 

342 Todos los puntos de una Uilea quat- 
quiera que. no $e haya tirado casualmente, s 
han d^ estar situados, según ciecta ley ó pro- 
.piedacl particular que caracterize la linea $^y 
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que reducida á equacioti^espresará su natura- 
leza. Para encontraf ^sta equacion per la qué 
fe, puedan después determinar rodos los pun- 
tos de la litiea ; basta referir quaiquiera de 
«líos á dos rectas fijas colocadas en el mismo 
plano que ella , y exámíinar de%ues la ra'^oa 
que riefléa leatre si las distancias de lá linea á 
las otras dos. i 

343 ' Para determinar por egemplo ^ la 
situación de los pantos de la línea HR ( fíg. 
1 5 i) j tomaré dos rectas EL , BDqile S^r- 
men un ángulo qualquiera £CL , y tirando 
desde uno de sut puntos M la MP parálela á 
•BD ; espresarán las MP ^ CP las distancias 
de HR á BP y EL : corno también las HS, 
es ; mq , C^ &c. espresarán laá de los puinros 
H , m. Los dos puntas A y F en que ED y 
EL cortan la HR , determinan esta linea ^ y 
lo mismo las CA y CF , en cuya razoa de- 
l)erán estar todas las demás distancias CP, 
PM ; CE , EH ; Cg, qm &c. á causa de la 
semejanza de los triángulos CAF , AMP, 
Aqm &c. 

344. Pero antes de pasar adelante se ha 
de advertir que las partes CA , CP , C^ se 
llaman abscisas^ y EL ege de las abscisas j las 
PM , qm y EH ordenadas ó aplicadas^ y la BD 
,€ge de las prdenaáas , cuda'abscisa con su or- 
denada coordenadas. Unas^, y otras son nef^atí-* 
vas quando caen á la izquierda de BD , sí 
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suponernos positivas las de la, derecha , y al 
, coatfarlo. Toda linea cpiiío las a^cisas y or- 
denadas > que varía de tamaño en \:ada á![Sp^ 
rente punto , se llama vnrwbU i y^t^nsi0yíte 
la que tiene Valor fijo como las CA ^ GF , el 
radio de un círculo &c. En lo sucesivo repre- 
sentaremos las ordenadas con las letras^ ^ Uy 
y las abscisas a>n XyZ* 

345 Esto supuesto > para determinar U 
situación de los puntos d^la HR ; colocando 
el principio ú origen de las abscisas en A j y 
haciendo CArr: a, CF=&> AP=x , VU^y^ 
tendremos en los triángulos semejantes CAF^ 
APM > CAiCF::AP:PM ó atbiixiyi ¥Mt^ 

— ^ que nos dará el punto M luego que se 

conozca CP ó x : lo mismo se hubiera saca- 
do de los triángulos Aqm , AHS para deter** 
minar las mq , H3. 

Pudiéramos haber puesto el origen de 
las abscisas en qualquier otro punto C í eii 
este caso CP=x, APmx — ^¿i, y la propor- 
ción CA:CF:.AP:PM se muda tna:b::x--at 

PM zz-vnr: ^. En el punto m se tíenp 

^ /• - ■ 

C/)rrx,Ap=:CA-r-Cp=a-x; y en los trián- 
gulos/semejantes ApnV y ACF y es AC:CF:: 

Ajpipm^ , ó a:b::a — x:jr= , espresion 

. idéntica con la anterior , sino es en los sigr 
nos; por ser negativa la fm^ que cae bajo 
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de la EL r luego dicha equacion será la pr(V- 
pia de la línea HR ^ pii^s que r)epresema ro^ 
dos sus patitos. 

3 46 \ Ea el ^ütlto en que cothltotah las 
s6scísas y es decir en su origen^ es xz=zú^ ó no 
■hay abs^isat como también y:z=:o en el punto 
A en que no bay ordenada, por pasar p^r éi 
la HR. Luego si suponiendo yzizo en una 
;equacíon , resultase xmo ó al contrario ; pa* 
$ará la línea i que peíteiiece, por él origen: 

Ípero si suponiendo xrro resultase al^üñ va<^ 
or de y, deteraiinará éste en el egé de las or- 
denadas el punto por donde pasa la línea : y 
si haciendo ^=0 tuviese x álgun valor ^ sé 
conocerá por él el punto en que lalinea cortac 

el ege de las abscisas. Éa la equacion3r=^^ > 

resulta y=b , xirzo en la suposición de ser 
cero qualquiera de ellos: prueba dé que HR 

pásá por el origen A : pero si en y=i r-^ 

se haeé;y=o j se tendrá x:zril— CA , á cuya 
distancia del origen, G, pasa HR3 y hacien- 
do xrro, resulta^=~6z=:CF^ distancia á 
que pasa de £ la HR. 
. 347 Las equacioríes de esta forrtia^=i 

ex 

-7— ^p pertenecen á líneas rectas que se lla- 
man de i.^ grado pot resolveceoa su inter- 
seccioalos problemas de iJ grado : líneas de 
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2? gradó Ó curvas de i? soa el circulo y las 
secciones cónicas , Parábola , Elipse é Hipér^ 
hola cuyas equacionés son de 2? grado , y re- 
suelven los problemas de este género , por 
medio de una recta que corte qualquiera d^ 
dichas curvas. Las equacionés de 3.^ ^.^ y 
demás grados altos resuelven problemas 
superiores por medio dé curvas de orden su- 
perior al ^.^ : de las que se llaman algébricas 
á^eofTiérricaj aquellas cuyas abscisas y orde-* 
nadaá son líneas cuyo valor puede sacarle 
geométricamente , y trasctniiznus ó mecánh-^ 
cas aquellas cu^as abscisas y ordenadas sonar* 
eos de círculo 9 logaritmos, senos^ tangentes 
&c. Las que en su descripción guardan cier* 
ra ley 9 se llaman lugares geométricos , por 
quanto todos sus puntos suministran solu- 
ciones á los -problenías geométricos indeíer* 
minados. La semiperiféria del circulo por 
egemplo, es el lugiar geométrico dei los vérti- 
ces de todos los triángulos , rectángulos que 
pueden, tener, su diámettro por .litipotenusa 
(69). Nosotros líos ¿tenemos qqe ceñir en esta 
vasta é intrincada materia á lo dicho ^obro 
las equacionés- ihdetermiqadas á^ iJ grado, 
y en quanto á. las át 29 3? &c. trataremos 
analíticamente de las principales propiedades 
del círculo , de las tres seccjioaeii/cbnicas , y 
de algunas cuevas particulares.. 

3 48 ^ Suponi^fnos piies ,, quec todos los 

Tomo lí. , ' %t 
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puntos de la circunferencia AMTSBwrw ( fig. 
1 53) se refieran á ks dos, líneas DR ege de 
las ordenadas , y AB ege de las abscisas ^ y 
qué poniendo su origen en A ^ ste trate de es- 
presar eti una eqüacibn la relación de las eo- 
ordenadas AP , PM ; Ap y f^ &c. tomando 
de A áfilas ^scisas positivas de A á E las aip- 
gatívas, de A á 1> las ordenadas positivas ^ y 
de A á R las negativas. Hagamos PM=:> , el 
radio ACrzrií, AP=:=x; será PB=AB-AP=: 
a á-^x : ^ pues que dejaáitos dempstrado( i 3 6) 
de qualqúier püütd M del circulo que. AP; 
PM::PH:PB; teridréitios potiicado siis ¥alo^ 
TtSyXtyiifna -yt'^^ y de consiguiente )'^=aax -, 
x^ , ó y ' '' y (2flíx— x^))/^qü^ciott que se 
busca ^ y que niánifiesíá qUe á cada abscisa 
AP — Y cort'espóndeñ dos valores dé jr, PM 
y Pm : dé suerte que la curVa tendrá dos ra^ 
mósAMNBVAfrtfíB. 

34^ St dada la equacioii se iios pidiese 
descfibk por* ella el círcüEo ; sü^ndriañíos 
desde luego ^^nov y por el resultado y^úQCH 
noceeertiOs que la circunferencia pasa por el 
origen A .'haciendo después y=Oy resulta x*= 
siox ó x'— 2¿x±zo i '^üaciort eñlá que x=o, 
xr=:2a=:A9 , y que da los puntos Ay B por 
doude pasa la curva. Para determinar los de- 
mas , se daíiatidiferentea valores á x, y década 
uno resultarándbs de)^, uno positivo y otro 
«egativo. Síf^cse por egeráj^lo, AP=x=:i en 
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la suposición dé valer a, 5 ; yzzi r±= V i ó^nrr+z 4 
detprmiuarJala longitud de PM yj?m , y de 
consiguiente los puntos M , m de la circunfe- 
rencia í que no puede pasar dé B\; pues s¡ se 
supone X mayor que %á , saldrá la cantidad 
±ax -^ jr';n: (2a --x)x ne^tiVa , y la y ima- 
ginaria ó imposibleí (155 f. I.) * 

350 Las principales propiedades del cír- 
culo sé sacan fácilmente de su équacion y'^ 
2ax — x^. Comencemos por ios triángulos 
rectángulos MPG , AQC : en el priníéro se 
tiéñé (MC)^=: (MP)'-^-(CP)» ó iCUy^ 
2ax it^-^a^ -2ax^ x^i poniendo' por (MP/^ 
i'a;í — x^; y por (Cl?)*, {a — xY : redúzcase, 
y ^ tendrá CM=: a, ó que todos los radios 
ion iguales. En el otro trianguló AQG , don- 
dé (A0;^= (QC)*-*-(AC)^=j^»-h-A'% se tiene 
Jtotiiendo 2ax-x*en lugar de y^ , (AQ)^zr: 
ia;í : luego ¿:AQ::AQ:2í<, propiedad demos- 
trada (í^ 8). • • : ' 

3 5r Cada una de las cuerdas ZB , QB 
▼ak V 2a^en los triángulos rectángulos QCB^ 
ZCB: de consiguiente i? (QB)^-h-(ZB)^=: 
4d*cir(QZ)' ; es decir , que será recto el án- 
gulo QBZ (69). • 1^ Eh el quadriláterd 
jAQBZ d producto dé las dos diagonales 
QZxAB=4a« , es igual á AQxBZ--h-AZ^ 
BQ=4a*. 

* 352 Sj el origen de las abcisas se hubie- 
ra colocado en el eentfo C, haciendo CP , xj 

L2 
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se hubiera sacado del triángulo rectángulo' 

otra equacion ál círculo que incluye hi pro- 
porción a-— x:)f:ij^:a-H— x,ó AP:PJVI::PM:PB 
de donde se sacó la primera (348).^ > 

353 También pudiera haberse puesto el 
origen de las abscisas en qualquier otro puü-- 
^to T : en cuyo caso tirados los eg«s TX de 
las abscisas y GS de las ordenada;» , bajadas 
perpéndicularmente desde el centro auna y 
otra las CE=ic^ y GK=&$ serán íAü=GT.-j>^ 
y MGzziUTrzíxlas doordenadas de un punto 
cualquiera M déla circunferencia; las coor- 
denadas del punto íí son ÑO=YTjii:x , y 
JN Yi=::T0z=:3^ &c. La equacion qu^ r^jpresert- 
te la relación de estas líneas , se saca fácil* 
mente del triángulo rectángulo MPC^ don- 
de (CM)«=:(PM)'-4-(t>C)* j pues siendo 
MC=fl,MP=Mü-i-UP=:y ^i, y PC— B¿- 
EP^rr — X ; se tiene a'==y*-4-26y+&* -•- c'- 
icxh-x' , y de consiguiente jzzz-6rt:V(a* — 
x*-H— 2CX— 7C^) : nueva equacion al círculo 
del mismo grado que las anteriores. 

354 Hayase de construir por último la 
curv^ cuya equacion es jL^irrx*' — a^ j supo- 
niendo y:=zo^ resulta xrz: ztza: de consiguien- 
te, tomando en el puutQ A de una recta inde- 
terminada BD (fig. 154) el principio de las 
abscisas, y las partes AS, Ai igi^ales á a; de- 
berá pasar la curva por S^ s. La equacion yzzz 
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ta ijue tomando las abscisas positivas hacia D( 
correspondea á cada AP— zx , do^ valore» 
iguales PM , Pm , uno. positivo y otra t^ega^ 
tiVo ; es decli^N, que la curva, tendrá dos ra- 
mos SM , Úm iguales' é infinitos. Otrqs dos . 
iguales y opuestos á ios primeros se sacan de 
la equacion jfcrr r±:V((^-x+a) (-x-a)) qu¿ 
resulta de tornar las abscisas hacia B ó nega.^ 
tivamente: pero en uno y en. otro caso Im de 
Mr X mayor que a para (^ue el radical no se;i 
iipaginá^ip) , e imposible su valor ; pues que 
cntre^ y x no hay curva, 

I^ las Seómnss Comeas , Parábola , Elipse 

é Hipérbole;^. 

' 3¡ f 5 Si una réfcta- itiáetéitemada AR (fig. 
1 55) fija en^ el punto Q , recorre Iñs á,os cir- 
<:uaferencías I>mAm',RNQyi ; habrá fóii^ 
madó dos s.upferficies cónicas opuestas AOD., 
QRQ , que piíeden sfr menores ó ipayores^ 
indefinidamente i y de- ¿uvas difeíeniíes sec- 
piones por ur\ plano resulr4n l^s que se lla-^ 
qjan sección^^ cónicas. La sección de up pla^. 
no cjne por el punto- G cortase perpendicular- 
aienteqtiálqutepa de dichos conos, sería u(i 
triángulo GDA : será \\n círculo EMFM'', 
§iempre,que el plano corte el cono GDA pa,:T 
r^lel^nientp á la base , ó fprmanclo el niisntt^ 
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ángulo con los lados GD , QA. Sí el plano, 
pas2(porB¿(fíg. 156) cqrtandqlQs lado> GiV^ 
G^ con diferentes ^ngulo^ ; resulta una sec- 
ción BMm& , que Se U^jna Elipse. Será una 
Parábola BMmnV (fig. 157) qu^ndo. el piano 
secante es paralelo á uño de los lados GC del 
cono : y últimamente , si dejando de ser pa- 
ralelo, cortase uno y otro cono (fig. 155), tra- 
zará la^s curvas BM.mm( , bíin que se llaman 
Hipérbolas. . ' 

356 Bu la parábplí^ Bmm' (fig. 1 5 7) en 
la que la Bp se llama ^ge ,.el puptp. B vértice, 
y origen de las abscisas, las PM, pm^ faena- 
das , y las BP , B/) abscisas ; los cuadrados de 
las ordenadas están en la misrna raz^n que 
sus abscisas , 6 (PíVI)^:(/íw)^::BP:B/). Por- 
que si corta al cono el plano cir:cular FME 
pa:raielatpe^te ala t^se:,; y á estos: tíos planos 
j)araWlos los corta el triangular .QDC 5 serán 
jparal^las las comunes, secciones FEjDCÍiyg), 
y por lo mismo seráa tatbbiea paralelas las 
MP, mp secciones comuofe^ de dichos planos 
paralelos , cortados pq,^^^^ : luego siendo, 
por la naturaleza del círculo (136) (]V¡IP)'=:. 
EPxPF ,* (mpyzzi:IípxCp—'DpxVÁ ^ por 
ser P£^C/> ( 98 ) ; tendremos, ( M?.)^ 
I mpy::FPxVE:DpxV]^:{¥P:Dp: y pues que 
FP;D/>::BP:B/>. en los triángulo» ^ern^jí^Uí^s 
BPP , BpD i será finalmente, (MPy:(wp)^:: 

BP;B/). ^3^nm' 



f 



C ó N I C i ». 167 

357 En la elipse {fi^. | $6) supucstg eme 
los planos AGR^^ BMb cartón los paralelos 
EME, CwO; se tiene eulo^ triángulos seme- 
jantes IPF\ BpD ; 6E?, Kf i BP:B/>::PF: 
|>D| bP:bp::^P:Qp : luego será multiplican-^ 
do est^ proporciones , bPx^P:Bí)x¿?p::PFxEP 
pDxCp : y pues que en los círcqlos EMFy 
CmD , (PM)»:=Pf?<EP , (pmyzzzPpxCp;* 
se tendrá BPx¿P:B/»<¿/)::(PM)^c (pw)? : es 
decir y los cuadrados (ie las. mdenadas ■ PM, 
pm , son en la elipse comp el producto <ie la;S, 
partes ^9 ^ l^P ; Bp , bp que cortan en el ege 
£b, c¡ue llamaremos abscisas. 

558 Lo niísmQ se sac^ en: la, hipérbola 
(•%. 155. ) de los triángulos BEP , BD/>j 
6PF , fepA, donde BP:B;)::EPrI}|p~, bPibp::^ 
P]?:/).\ t y 4e consiguiente^ BP^¿P:B/>x¿p:: 
|5PxPF;B/)X/> A \ ó BPx6P:a/iH¿/>::(PM)?: 
(p*^)* j poniendo por EP^U?F,D/)XpA sus; 
igualas (PM)^ ^ (/^w)^ ? solo hay la diferen^ 
cia de que en la hipérbola las. abscisas BP, 
bP ; J^p j bp se toiíian para c^ida ordengd^ 
de distintQ lado que en la «lipsei * ^ ' 

{^ara Que cpno^cgmos mejqr l^s útilísimas 
propiedades de estas tres curva* de que se 
hace un uso cpntíuuQ y general ^ en todos lo^ 
ramos de fínica y matemáticas , hablaTemo^ 
-de cada una en particular ; considerándalisiil 
descritas en un plano* 
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Parábola^ 



3 59 Es la parábpla úm curva cayo$^ 
puntos Mj'N, if, w (fig.158) distan wáos 
igualmeote de una línea fija BD que sé llama^ 
4ÍTectriz^ y de. un* punto F que $e llama /o^- 
cus y dilatante siempre deí vértice S de la quac>*-. 
ta parte de una linea p conopida con 0I liom-r 
ore de parámetro ;, de manera que si en e4 
punto O de una escuadra QjQB , y en qualr 
<]u¡er otro F se fijat^ los estremos de un biip^ 
OMF igual en longitud á Op, y se. mueve 
la escuadra hacia E Llevando tirante el. hilo 
con lia lápiz M ; la linea MN'S que describa 
el lápiz -9 y lá otra mitad Snm, que trace del 
mismo modo del o^raladodela £H, -^erá 
una parábola : pues en qualquiera de sus puz^ 
tos M' se verifica que siendo OG:n:OMF ', es 
MFcirMG , quitando Mü comuí^: y por la 
misbo. SEci:SEz=:|p. 

360 'La recta MF tirada desde. qtialquier 
punto M de la parábola al focus , se llama ra^ 
4io vectora y y s\ se tira desde M la ordenada 
MV-=zy !, siendo SPqssjc , será siempre MFzsf 
MG=BP=PS-f-SE=xrrH-|/>. tuego si ha- 
biendo escogido en la linea SH que haya de: 
V ser ege de la parábpla , el punto. S para vér^ 
íice , y tomado SFzziSEirrJ/) para señalar el 
^ocus F i si después de haber tirado perpendi~ 
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ciüares indefinidas á todo^ los puntos P del 
^e, se trazan desde F con el intervalo de 
cada FE dos 'd,rCos á un lado y otro de la 5H; 
se detercpina,rániie cada v^z dos puntos M, 
m de la curva, que se describit-á, facilmenre, 
determínaoslo asi' los demás : pues en t^t caso, 
cada FM $eti igual á la distancia £P ó GM: 

-361 vEn el triángulo rectángulo FMP> 
en el que (PM)»í= (FM)*— (FI?' , será por 
&iendo en lugar de PM , FM , FP, sus valo- 
res j^., J6^|p)ic-^|p; 3^p=pi-^5^x*^p/i~xx 

pxjJ^pp^que se reduce á jrynrpi , ó;^~ 
:Vpx , equacion á la parábola*: que cómpa-i 
rada con TT=pX de- otra qualquiér ordena- 
da r, cuya abscisa sea X, da yyiTTr.px : pX:t, 
xiX , según lo demostramos ya (3 56). > 

362 S} hacemos e.n elU x^o ó y==Oy ve*' 
remos qltie pasa 1^ curva por el origen S., sin 
que se e^tknda mas atU; pues resulta ima^ 
ginária la y L. V — pxy tomando á x negati- 
va. ¥ como á oada x corresponden dos válo-^. 
res iguales de y^ que 'crecen á proporción 
que es. míyor x ; tendrá, la parábola dos íba- 
mos iguales é infinitos; cuyos puntos podrari 
^eterákinarse. dando á x diferentes valores « y 
sacando en pada uno los que corresponden á ^. 

3.63. JXc yy^px se saca x:y::y:p , eito cs> 
que cada ordenada es media proporcional en^ 
tre su abscisa y el paránKtrOj y este tercera 
ftioporcional á qualquiev abscisa y su ordenada: 
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de. suerte que la doble ordenada No (^g:i5S^ 
que pasa por el foc^s, es igual al parámetro^ 
pues, siendo la abscisa SB:zz^p , será (NF)* 
=yjfrr/)x^|pp, y NP=V|p/>=ip; luegfl lin=p 
Si á una cuerda qualquieca SIj (fíg. i<;q) se 
levant^ la perpendicular LQ , será tanibiea 
RQ el parámetro de la parábola s pues en el 
triángulo rectángulo SLQ,SR:RL::RL:RQy 
9 x:y::y:RQ^p. ^ . 

3^4 Para tirar una tangente á un punto M de 
la parábola(ñg. i 58); tirada?^ las MG, MF y 
GF; la MT perpendicular á-GF.será la tan- 
gente; pues de qualqaier otro pui>to sayo Z 
que np sea M , se pcob^tó que está i^iera de 
la curva. Para e^to tírense ZF al fecus , ZB 
perpendicular á la directriz yZQ; se* v^rá 
qií^ ^i^íido ZB mqnop que ZG (^o) ó que su 
igual ZF , Z no está en la parábola -(3 5 9. S¡ 
ala tángete JVIT $e levanta en el punto M 
la perpendicular ó nQT^al MR , 1:^ parte TP 
de ege. comprendida entre la tangente y U 
ordenada" MP , se llama subtangenté , y la 
PR comprendida eatre. la ordenada M? y la 
normal , se llama subnqrmaL 

^ 365 Siendo iguales los ángulos GMT, 
TMF(82), yQ]\tr=ZMO; será ZMQ^ 
XMF : ZMO se llama ángulo 4e la inciden- 
cia j, . y TftiíF (ie J^^refiexton. También por 
razón de las paraltías GM , TF , y por ser 
GC:=;CF, serán iguales y semejantes I0& 
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triAngulos GCM, TCF(9o y 131): y de 
coasiguieate MGz:;::TF:zrI^M , y en el trián- 
gulo isósceles MFX la FC perpendicular á 
la tangente la dividirá por medio. 

'366 . Pues qqeFM=:FT-x+|.;i, será TP= 
TF- EP=x-t-|p^x---|p.=:2x , qi la suhtan--^ 
gente PT dupla fíe ^sü abscim, SP ;¡ ^. de con- 
siguiente SP m ST, Luégjo 1 9 el para- 

Í^V^g*"^^^ ^KSP (figr?59) ^* igual i al tri- 
ángulo MPT que tiene doble aUut:^ que él 
(97). 2? Para tirar una tangente jal punto, 
M de la parábola (fig. 15 8) se bajará la per- 
pendicular MP, yiia<;iendo 3Tr=SP , se tira^ 
rá por.TyM la TM. , / [ r 

367 3? Las perpendiculares, FC bajada^ 
desde el focus á la tangiré , son como las rai". 
ees cuadradas de -^^í radios vectores, : pues 
dividiendo FC"^ por medio. 1^ M? , l^l mismo 
que la tangente SC, por ser TC:CM::TS:SP, 
y TS^nrSP; coincidicf la CS cqn FC en C: y 
^tí el triángulo rectángulo CTF, será TF: 
FG :: FC : ITS , (FCf =^ TFxFS:¿FMx| p • 
en otro punto M^ setenaria tambieíi (FCO^= 
FM'xip: : luego.CFC )/ : ( VC/- y'ixíUxlpí 
FM'xJp, y FC:Ft^::VFM:VFM^ 

368 4? En cl triángulo rectái¿guld RMJ 

' (PM)* 

se tiene {i^6)VT-m^^ 
• ■' * . • /■ 

—. =:íp j es decir , que la subnormal es la, 
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núíad úel parámetro. La norrnal MR = 

V((MP)^--t-(PRr )=V (íx - ipp)—YMJP^p 
€n el triángulo rectángulb MPR: y delTMP 
también rect4ngulo,se saca la tangente TM=: 

y ((PM)»H. (PT}*>=y (px-*-4x')= V 4IVIPXX , 

369 Qiralquierá recta MO paralela al 
egé SH se liama diámetro , cuyas ordenadas 
son m^j/ paralelan á TM, tangente en el punto 
M del diámetro: su parárnetro (q) es también 
cuadruplo de la distancia FM de" su vértice 
al fpcus ; de manera (^ixe,q^zz^M,F^p^^x , y 
de consiguiente tercera proporcional á la abs- 
cisa y tangente que cqrr^s^'ponden al punto 
M ; pues es * X : tang~:v (px^'-'h-^i^):p--i^ 
4^zz:g , ó -H- xriyiT:^. 

370 Se^ la abscisa Mu ^ z (fig.* 159 ) 
y u la' Ordenada lu\ petídrémo^ en los trián^ 
gulos /^^T 'MPT,^ MT;lp::Mf:ln::T^:pny 

6 Vqx:u^Vqic::Vpx:ht=2'rr -r^Vpxr. 






\fqx 



214X 

¿x:ftnr= — ; *— zx : y cowo Si)=Tft— TS. 

s=Mu *^TS=2-x; será Sii=Sg-*-^n=:z*-+r-x--ir-» 
aax . ' / » ^ 
--7-^ -T.pprk. propiedad dala parábola (3 61 )y 

. > tj(y/pt ^ 
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2XpU 

. —, — ; en donde «ácando el cuadrado v re^ 

duclendó resulta lí'^rrqx , equácion á la pa- 
rábola respecto dfc sus diáiiietros j én tódó 
semejante á U del egí , y de la que se saca- 
rá como ert ella , gtíe 7oí cuadrados cíe las or- \ 
denadas son como las abscisas ; que á cada 
abscisa corresponden dos ordenadas igualef 

371 Si $e pidiese tracal* lina parábola, 
cuyas ordenadas formen un ángulo conocido 
con un diámetro dado MO (fig. 158) , cuyo 
parámetro se dé también ; se tirará por el 
vértice M del diámetro la recta ZMT que 
forriie GOri él uií ángulo OMZ igual al dado: 
se ható después el ángulo TMFzrZMO , y 
tomando MF= Iq ; se tendrá el focus F por 
donde se tirará la HT paralela á MO que 
^ será cfl ege .-bájesele la perpendicular MP , jf 
dividiendo PT por medio , se tendrá el vérti- 
ce S con el que y el focus se trazará la pará- 
bola (360). 

372 Si se tiran (fig. 159 ) la ordenada 
mp infinitamente próxima á 'PÜl , y las MK>rf 
paralelas á TP; se tendrá en los triángulos 
TMP, roM,T?:VM::ror=::Vp:rÚ , ó ponien- 
do por TP su igual ^spy ó 2KM; ^KMrFM:: 
I^: rM: y de consiguiente PM^VpzzziKÚ^ 
rM 9 ó el paralelogramo ]^é4b duplo del 
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rMKr : y como se jpiíede probar otro tanto 
de quatqUiera de los paráFelograñiofe de que 
se compone la superficie de la parábola; será 
quálquier espació parabólico SPM duplo del 
espacio esíerior SoMK , ó los dos t^réiós del 
rectángulo SPMK: los triángulos oriiM^roM 
se desprecian en el cálculo por infinitamente 
pequeños (442)8010 en el casó qué las absci- 
sas tengan conió eá la parábola , uña réláciod 
toñstante con la subtangehte ^ podrán cua- 
drarse eitáctameíité las curvas. 

Elipsis^ 

« 

-373 La propiedad iqüe óaracteriza est« 
curva es que la suma de las distancias FAf -«- 
/M ( fig. i 60 ) de qualquiera dé , sus puütos 
M á los dosF,/, que se llaman sus/ociiJ,es 
igüai á la l^ñea Si su ege mayor : de manera 
que si clavados en F , /ios estreñios de uii hilo 
FM/, mas largo que F/, se le lleva estirado 
con uii lápiz al rededor de dichos puntos; re- 
sultará descrita una elipse. En ella ll^mskté" 
mos ege menor la Bb perpendicular al pxíiUo 
C mitad de Sx y centro de la elipse : á las 
CF, Cfesceniricidad: las MP , mV ordenadas 
y SP , jP abscisas ád ege mayor Sj; Mp^Hpy 
hp ordenadas y abscisas del ege menor B¿, 
y las FM , /M radios vectores. Últimamente, 
la XX es tan^enti (fig- 16 1)*, la MK normal^ 
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PR subnormal j y VT subtangente , corres- 
pondientes ál punto M de la elipse. 

J74J La éstedsión del hilb en él punto S 
(fig. 160) és iSF-i-F/^ ^ efl J, 2j/-+/F : lue^ 
go 2Í5F-4— F/z;: 2j/-"*~:/F; ydccóhsijguiénté 
SF= ^/$ CF— Cf De lo que se iíifiere i.^ 
qi4e ti punto h de la per'pendrcuUr Cb debe 
estar á igual distancia dé F y / ( 29 ) como 
lo está C> 6 Vbss:::fb=SQ iiaitád dé Si • y iel 
ege menor se dividirá por rhedia en C á cau- 
sa dé Ids rriáilg«ulós rectángulos iguales /CB, 
fCb. 2.° Uii árc*diíscritó desdé b con fel. ra- 
dio es, cotrtárá la Si etilos puntos Fj/qué 
serán los fdcus ; dé suerte qué será fácil tra- 
zar la elipse dados los dos éges; i)ues deter- 
minados sus foCus, se practicará después lo 

que digiraos (373). . 

375 Llairiénios ya Ss , 20; 6& ^ 2&;CFi±: 
C/, q PM, :k; CP, X : será PS=:SC- CP,tí- jr; 
Pj=:iC^CP.,a-^x; ÍPF=CF-CP, c--x; í/= 
fC^CP), c-jr; SF=SC— CF, á^c; y Fi= 
<|-f c í y én et triángulo rectángulo FíC teíil4 
dremos (F&)^=:(FC)''-h(C&)'* ó atf=:zcc-i-¿&; 
de dónde se saca cc^aa-bby y bbt=aa — cct * 
luego a-f'crferifcra — c , ó -íf Vy,Cb: FS; esta es, 
e/ semiége m$nor Cb medía proporcional entrt 
las distancias Fs. FS dle/./w véntices.á uno de 

los focas. » 

■ 376' Esto supuesto, en- el triángulo FM/ 
es (2 83)IK*M/(2a) : F/.(2c)::/P---PF(3íf); 
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fM-FM=--^-— m . Con está diferencia 4 V 

Ja suma 2a deFMy/M ^sacaremos (ijSf.I.) 

FM- — A ^': y éa trianguló rectángulo 

tMF será (PM)«— (FM)*— (tF)% ó jy=: 

oa — acJTH cc-^icx^xXy que se redu- 
cá 

ce poniendo aá — 6fe en lugar de ct (375) , á 

' ubóCX DO 

yy^hh — -^^— rz: -- — (fia — Jlrx) :~ equacion á 

la elipse} en la que porser^=±--V(íia-jr.T) 

Corresponderán á cada abscisa CP dos órde* 
nadas iguales bna positiva y otra negativa, 
que sé determinarán conociendo á>,, y podrá 
trazarse por este medio la elipse: á la que 
siempre divide por medio el ege mayor. 

377 Si el origen de las abscisas se coloca 
en S haciendo SF~x, SF=:j/=^; SPxPxque 
antes era (a -xXa^-x) , será x{za-x): pón- 
gase este producto en la equacion anterior ^n 
lugar de aa — xxy y quedará reducida á 

bh 

yy':^=z — - x^aax'—ix), equacion en la que 

suponiendo jrzzo ^ resulta xx — 2ax=z3t>don- ^ 
de xzzzQ y x:3ziay es decir, que la curva 
pasa por S en que Xizzo y y por 5 en que 
x=:Ssz=zia. 

378 También se verificará de otraqual-. 
quier ardenada WF (f), guya afscisa SP^ ' 
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hh 

sea X, YY— -^x(4d-XX): de coíisiguien- 

te j sera wYY:: - — (da — xx): -^ — x(a»- .... 

XX )::íi'a— xx : aá—XX , ó (PM)' :(MTO '- 
S]?xFi:SP^xP^ír como lo digimos (3 57). tam- 

bh ' ^ 

bien de j^rr — ^x (ad — xx) se saca^yj^raa— 



oa 



xx::fefe:¡íi4; y si eñ. lugar de bb ponemos sii 
iguaf aa — ce ^ resultará yyicta — xxziaá^^cci 
ka ó (PM)^SPkPJ::SFxFx:(SC)^ 

^79 Sieiidb M/)=PC=x, Cp=:PM=yi^ 
y de consiguiente ¿f zz:j— f-A,; y B/)r=i:6 — 3^^ 
será la equación al ege menor de la elip.s¿ 

despejando )c^ en;y'*=ií— ^— • (3.76) ^ xxzqc 

óá — — = 'TtK^^ — ^J'J') > lí^ misma respec- 
tivamente qué la del ege mayor, y de la que 
se deducen lási mismas cons^ecuencias que dé 
aquella; 

386 Trazado uii circuló sobre el ége itia-^ 
yor Sjt (fig. 161) si eri la proporción (PM)': 
SPxPj:: (BCf: (SC)^ (378), ponemos en lu- 
gar dé SPxPi sú igual (PH)* (i 36); tendré^ 
IDOS (PM)^:(PH)«:: (BC)^(SG)% y PM:PH« 
BC:SC , ó las ordenadas del ege mayor á la^ 
ordenadas de su círculo , como el ege menor 
al mayor : luego todas las ordenadas de la 
elipse y eitó es , sú superficie es a la de dicho 
i^r culo j como el ege memresalmayof. Delnw- 

Tfm9U. , M 



178 fECCIONES 

nio modp se prueba que la superficie de Im 
elipse es á Id del circuló trazado sobre el ege 
menor ^ eofnó el, egé mayor es al tríetior^ Supo- 
nieildo i:c ia razón del diámetro ála x^ircun- 
fereilcia^ será áac la superficie del círculo 
SAj4, y abe ladé la elipse ^ 'haciendo ít:fc::a£ic: 
ahc 9 la qual es igual álá de, un circulo cuyo 
áiárúetro es V 4ab , esto es , medio proporción 
nal entre sus eges. Esto prueba que el circu-» 
lo es una elipse de éges iguales con los focus 
ert él centró, y el diámetro por parámetro* 
Con efecto , qualquiéra de las suposiciones 
2b zn 2a, Sí zm^a ó p rzz 2á convierte láá 
cquaciones halladas en las del círculo y* zzi 
rax—xx , y ^=aá-xx (348). 

381 Llamaremos parámetro p deí i.^r 
égé una terceüa proporcional á él y al 2? 

cgéj dé suerte que sea 2fl:2fc::i&:pzzr^^ — i 

este siempre es igual á la nn' doblé ordenada 
alfófcus (fig.160) ; pues como la abscisa CF=f^ 

bbxx 

sí ert yy zzzbb ^ — ^ ponemos í ériL 

lugar de X ,, y después aa-bb en lugaf dé re, 
tendremos(riF)^i±:^ , nFzr:---^y fifi''=z:A^— 

aa a a 

AÍfh 

rr:-— =/>. Atendiendo á la áriatogía de las 
equacioues del ege mayoi^ y tnenoi^ , será el 
parámetro de este q^ — 7- 1 de suerte que sea 
tbiíaiiiaiqé 
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38^ Depr=i— se saca o&=zr— í-- : pón- 
gase este valor en lugar de bb en las equacio- 
ner al í.' ege , y las reducirá i estas yy zz» 

(lax — xx) y yy^-- — (aa-xx) que son las 



del parámetro del i.r ege. Del* tnismd modo 
¿e reducé la del 1.0 ege xjm-— (tó — y y) i 

Vv 

jrx=— ^(ft&— ^37). De las de ambos eges se 

sacaj^r^a — xxr.piia^ xx;bb — yyy-qiiby ó el 
cuadrado de la ordenada al producto de sus 
abscisas y como el parámetro á su ege. 

383 Para tirar una tangente á la elip^ 
se en un pui^tol^ ; se alarga la/M hasta qu^ 
sea MHzzMF, ó/H-Sj,..se tira la HF ; y 
la perpendicular TX que la divide por me- 
dio, es la tangente al punto M, el4nkoen 
que toca la curva : pues si qualquier otro O 
perteneciese á ella, las OF y O/, serian igua- 
les (373) á FM^/M ó á/H, ló que es faK 
*o; por ser OF-^O/ó OH-hO/ mayores qu^ 
jfH. El ángulo XM/ es igual á TMF , por 
ser TMF=:HMK., y este á su vertical XM/. 

384 Tirada la^ normal MR (fig.161), si 
de Jos ángulos rectos XMR, RMT se qüitaii 
los iguales' XM/, TMF (3^3), résuluri 
iguales los ángulos RM/, RMF, y será(i22) 
PI:MF::/R:RF, ó ( 1 7 7 í.I) /M-i^MF (lá): 
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M^(a-'A (376)::A'^RF(20.'RF:^ c— 
^cx ^^x ^ {)oniendo aa — bb en lugaü 

de ca It^cgo la subnormal PR=:FR-4— FPzzí 

hhx hbx P^ / o \ <?• 

aa aa 2a ^ ^ 

tando las abscisas desde el Vértice se supone 
j^z=u,sti:i x=^ — a, y poniendo este valor 

tnlugaídex;seraPRi=r — — ^^ — ' =^ip — * 

pu 

38 j fia el triángulo rectángulo RMT se 

/ (PM)^ 
tiene C136) la subtangente Ptrr -^^ =2 

«0 aa^xx iau-uu . «' 

-, pofiíendo 



bh 
aa 



■*^ ""^ X a-» 



por X, 4— u. De consiguiente CTrrCP-^ 

St^a^ ^'^' , De CT=^ se saca xiajs 

o:CT, ó *Cf:Cí:C1í, por dónde se JxJdca 
determinar el punto T de la tangente TM. 

Últimamente , la espresioti de la normal sé 
Saca ^el triángulo irectángulóMRP én el que 
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í>6) j=i& V f I— -^ } : y la dé la tangente 

TM del triángulo MPT también rectángula 
386' Diármtro de la elipse es una recta 
MN (fig. 1 60) que pasa por el centro , y se 
termina por ambos cabos en la curva : y diá-r 
metro conjugado al MN la RZ papalelaáTM 
tangente al punto M de MN : la^ LQ para^' 
lelas á la tangente TM , son sus ordenadas y 
NQ, QM abscisas: y parámetro de qualquier 
diámetro una tercera proporcional á. dicho 
diámetro y á su conjugado. 

387 El triángídQ tmP (ñ^, ^16%) formar- 
do por la tangente, subtangentey ordenada de 
una elipse , es igual al trapecio Pmks que forr- 
man la ordenada^ la tangente al vértice y una 
recta que pasa por el centro y el punto K- Por-r 
que en los triángulos semejantes CPm , Oé^ 
es Pw:j^::CP:0::0;0 (385) : luego O: 
C^f:rPm.\fé , y CjxjréxzPmxQf , i (Qsxsé):=i: 
^f (P^xCr) superficies iguales de los triángu-r' 
los Cmty Cié: quítese de ambos la parte co:* 
mun PmC , y resultai^é tmPz=zPn%ks* 

3^8 De aquí s^ infiere, que ^ triáñgtih 
qlr que forman Iq ordenada al ege yOiorder- 
nada al diámetro Mm terminada en el ege , y 
su parte qr comprendida, es siempre igual al 
trapecio hqsfe correspondiente ; pues sacapdor 
se de los triángulos semejantes Vmt , <j/r,Pmt^ 
qlr::(Vmy:{qiy (2 po):: (Cx)*— (CP)*: (O)'- 
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(Cq)* (378):: Pmñs; qMs diferencia de los 
triángulos semejautes Cks , QPm j C^í , Cqh 
^ue e-itín en la misma razoa que las diferen- 
cias de los cuadrados de sus lados homólogos 
Cj, CP , C^ ; será Pmt:qlr::Pmks:qhñs; y co-- 
mo T?mt=Pmh (387) , tendremos también 
qlr==^ skhq:=^hmt quitando Fmks y añadiendo 
su igual Pmf. • De consiguiente el triángulo 
loh será igual al trapecio correspondiente 
mor.t ; pues si de qlr=:qhmt se quita qhor co- 
mún , queda loh:=mort. También sera CND= 
Cmt ; pues quando Ir se concibe bajar para- 
lelamente Á ser CN , la /A' que se ha de ter-. 
mináir en el diámetro mM alargado. si es me- 
íiester, vendrá á ser ND : y siendo CND=5: 
Cndipw la simetría de la elipse cuyos pun-¿ 
tos M, m , N, n deben estar semejantemente 
situados ; será CndzuQmt, 

a 89 Eito supuesto, en los triángulos se- 
anejantes Crvf, Corsé tieíie (200) (Cm)^; 
(Co)^•:C^wn Cor , y (177 t.h) (Cm)^ — (Co)^; 
(Cmy:tCmt^Cor==:morr:Cmt::loh;Cdn{^ 88):; 
(/o)^: (Cw)^ en los triángulos Cdn , loh se- 
mejantes por la igualdad de los Nángulós al- 
tornos h^ d que forman las paralelas Iq^ nd^ 
y de /igual á su alterno /QCr=:£Í»C': luego 
<Cm)^^ (Co)^ ,: (Cíw)^:: (10)^: (Cn^ ; es de- 
cir , llamando á Mm, 2a ; Nw , 26 ; lo^ y^ 
Co, x; aa — xx:aa::yy:hb ; y de consiguiente, 

yyz=:bb — ^jcquacipn á- las ordenadas dQ 
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los diámetros del todo semejantes á la de los 
cges ; y de la que cpqio de ^st^s , se 5^93 t^rp-, 
bien que á cad^ abscisa foiresppndfii dos or- 
denadas iguales; que Iqs diámetros . dividen 

' sus ordenadas y la elipse por medio : que 

CM=zCm\CH=:Cn&c. 

39<j Si se bajan al ege Ss las ordenadas 
mP ^ n^ , de losestremos m^n de los, diámetros 
conjugados Í^Im , Nn , bicuadrado (íe Cz com-^ 
prendido entre el centro y una de ellas nz , es 

I igual al producto de las abscisas PSxPs de la 

otra mP, o {Qzf^PSxPs. Paciendo mP=rj^^,' 
y jP=ic jL Sz==2, Sj=2a, B¿=2¿,- ^n Jos trián-- 
^ulos semejantes fPm, Qnz se tiene (Cz)*r 
^Pf)'::(mP)^(n2)^::'PSxPj:zSxzj (378)> esto 
es, PS>^Pj {aa-xx): zSxzXaa—zz):: {VT)^. 



aa-xx 



* / o \/ \í>/ \ (aa-zz) (aa-xx) n 

— (384);(n2í)V22)=: \ — -—^ -— •• de 



i XX ' xx(aa'Xx) 

■ donde se saca zz:^=iaa — xx , ó (Cz)^z=z 

I VSxPs, 

i 391 Peí mistno modo se hubiera sacadq 

' (CVy=zS^zs ^ y de consiguiente si en íu- 

gfiv Aq aa:bb::zSxzs : (nz)^ (378) j ponemp^ 

nnxx 

aa:bb::{CPy(xx);(nzy=z ; tendrétnO? 

aa ' 

(Cny=(Cz)''^(nzy=zaa ^^x-^-^^^ 
y como íamblen (tw)^r±(CP)^--í-(Pm)«— 
xx-^bb, - -r— y sacaremos sumando y redut» 

aa ■-, ^ ■ ' \ ■ ■ ; •/ 

ciento, (Cf>f)*-f'(Cf?)^z;i:fl(j+í?& , ó la s/um^^. í?« 



-} 



los cuadrados de los diámetros igual á la dt 
los eges. 

39ÍÍ SieadQnz=n; Szznz ; s^rá Uff=i= 



/ 



— (aa- 
como 

aauu 



•2Í2) (376) , y 



aauu 



bb 



=:aa — zz 



aa 



■zz=:(CB)*r=:xx(39o) j será 



bb 



rz^x, y aauu:=hl)%s. 9. au^bjí. Tirer- 

se ahora la CH perpendicular á T/ , y en los 
triángulos semejantes Czn , OH donde Cz: 

^n(u)::a(-^^ (38^5)-CH , ^erá CzxCH^ 

rr, Ó poniendo ¿X en lugar de fl%CzxCH= 

izb j es decir , ^«5 es igual el paralelogramo 
formado de los semieges áel délos semidiáme-r 
tros^ y de consiguiente el de los egej á el de hs, 
diámetros. 

393 Quando « cae en P , es jy=w, zzzzjc, 
y zzrzíaa — xx viene á ser xx=aa - xx , ó xx= 
^ ac¿=ax I a : que da a:x::x: i a : luego si se 
tomaCP media proporcional entre a y ^a^ 
y se tira por P una doble ^ordenada , de ter- 
minará esta dos puntos por los quales y el 
centro se pueden tirar dos diámetros iguales: 
pues sus mitades serán hipotenusas de los tri^ 
ángulos iguales CPm, CPai : y como a cada 
lado solo en un punto se veri fica la anterior 
proporción ^ y uno ]( otro dan unos nüsmqs 
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diáqietros ; no habrá eala jdiipse mas que dos 
diámetros iguales. 

394 Si dado uríó de los eg^s y su pará-^ 
metro , se pidiese^ trazar la elipse ; se buscará 
una media proporcional entre los dos datos 
que será eí otro ege (381) , y se hará lo que 
dejamos dicho (373). Pero si se diesen dos 
diámetros conjugados Sj , Bi& (fig. 163) que 
formen qualquier ángulo ; se tomaran sobre 
lamitad'CB de uno de ellos las partes iguár 
lesCE, EE^&c. y tiradas las perpendiculares 
CDf Eiy §cc. que encuentren la circunferen-r 
cisi de un círculo descrito de^de C con el ra-, ^ • 

dio CB j se tirará SH, y por E su paralela EB: 
tómense hacia í y S partes iguales á CF , y 
tirando después por los puntos P, las PM 
iguales cada uáa á su correspondiente Eiy^ 
quedarán determinados los puntosMpordoa-r 
de se lia de trazar la elipse, determinando los 
demás fn, haciendo Prnrz:PM. Efectivamente, 
en los triángulos semejantes CSB , GPE se \ 

tiene CS(íí):CB(6)::(CP)Cx):CE=— ; y en el 

triángulo rectángulo CED^ es ( BEK )^rz2; 
tPM)^=(Ciy)^ ^ (CE)^ , esto es , yy,z=zbb^ ' 

l>^^x . / , ^v 'f . 

~, equacton a la elipse , ai la que perteue^ 

<:eráíi los puntos M, w. 

Hipérboloy, 

>g 9 5 Es propiedad constante áe esta cur- 
va que la diferencia entre las rectas VM^fMf' 
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(fig. 1 64) tirinas desde qualquíera de sos pun- 
tos Mf á los dos f, F que soa los fo/cus , es 
siempre igual á su primer ege Ss ; de coasi— 
, guíente si habiendo fijado en / un^ regla 
fM^O mobil al rededor de dicho punto , y ea 
su estremo O el de un hilo at^do por el Qtro 
cabo en .F , se voltea la tegla al rededor de /, 
llevando la parte M^O del hilo unida á ella 
y tirante todo el hilo con un lápiz M^ ; s^ña; 
lará este la porción SH de una hipérbola; 
pues la diferencia entre todas las fM^ , "PM 
será siempre igual á la que hay ei^tre el hilo 
y la regla, y se ve que en el punto S esta 
diferencia es Sj. La otra mitad SG de la cur - 
va se describe volviendo la regla hacia aquel 
lado : y para trazar la hipérbola gsh opuesta, 
se truecan las posiciones fijando la regla enF. 
ELhiloha de ser siempre desigual con la re- 
gla ^ pues si no, saldrían todos los puntos M^ 
iguajmente pistantes deFy/; por serOM^/ 
fr=:OMWyyMf'^M^F quitando CM' comun^ 
y trazaría el lápiz una línea rept^. 

39Ó Segundo ege de la hipérbola es una 
línea Bfe perpendicular al primero Sj , cuya 
mitad CB es lado de un triángulo rectángu- 
lo , cuya hipotenusa Sá es igual á CF , y el 
otro lado CS es la mitad de Sí : las perpen- 
diculares PM , MQ al I? y 2? eges' son sus 
ordenad4$ , CQ , y SP, sV son las abscisas, 
las fM^'M' sga los raa¡os vectores, TJM (fig 
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165 ) es una tangente, PT la subtcmgente, 
MR y PR I4 normal y subnormal cor respon- 
dientes al punto. M. Últimamente, la recta. 
MCM^ (ng. 1 70) que pagando por el centro 
C corta las hipérbola* opuestas , se llama drá- 
,metro , y su conjugado será la PC</ paralela á 
la tangente Tf al punto M del u diámetro, 
cuy^s coordenadas son mQ y CQ, 

397 E"ítQ supuesto, ái se hace Sí=2 /i,(fig. 
164) lí^=i& , CF==Círrc ; CP^x , y P M^^y; 
será SP— CP-CSrrx--'^, sP^sC^CP:=x -a, 
y SPxiPrr:(x — a)(x-va).zr:x]í — -áa. También 
será PF^CP— CF=:x— c, P/=PC-C/¿^ 
3f-+~r ,. y VFxPfzzzxK -ce : ;.y ,en el triáagulQ 
rectángulo CSB tendremos (BS)^ ó (396) 

(CF)*zz^(BCr-+-(CS)V6' c^— aa-í-b& , y 
bbzircc— a¿»ss5(c-4— a) (c^íi): de danáe se sac^ 
C-a:b::b:c—hr^a ó *SF;GB:jF ; estoes , e/ je- 
wV^e, menor medio proporcional entre las dis^ 
Hncias de uno de los focus á los vértices, 

398 Tómese ahora PRizzFP y tirada la 
MR, se tendrá en el triángulo /MR (283) 
fM — MR(2a):/P — PR(2c):;/R(2x):/M-^ 

FMrzr ^--:— í. De esta suma y de la difereríclaí 

a ■ ^ . 

/M-^-Fx^as^ia, se sacará (238!?.) fM=x 

ex ex 

h-^^ypMir:— — a,, y en el triárigu- 

lo rectángula PMF,.cq 4 que (PM)*,=: 
(PMj'.-fPF)"-, será w=^^ -icx-t-aa- 
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Kx— 4^2ni-cc , poniendo aa^-i-^bb en lugar de 
fc (397) : y re4uciendQ , JJ^= -^- bh^ 



1 



aa 



hh I 

tr- (xx— aa) , Qquacioa á I4 hipérbola , difc-^ 

rpnte de I^ de Iíj elipse en íqIos los sighos(3 76). 
Si .poniendo en S el origen 4e las abscisas, ha- 
cemos SP—rx, SFrrrj/izic; será SfxPizrrx 
(ja-4-^x)=z2a<--*— 3ipx : póngase este produc-r 
tp en Iqg^r de TO^-ack en la ^quacion anterior, 

y se convertirá en yyziz. r- (lax-^— xx). 

399 De 37= -r- (xx-¿ia) se saca j?= — x 

V(xx--a¿í) ; de consiguiente , á cada abscisa 
CP corresponderán dos ordenadas Iguales PM 
positiva y P/w negativa , que van siendo ma- 
yores á proporción que es mayor x ; de suer^ 
te que tendrá la curva dos caraos iguales é 
iafínitos. Si sesuppne en dicha equacionj^rro^ 
resulta X3r::=á=-ai::CSniO, es decir ,que la 
curva pasa por S y j : de suerte que toman- 
4o á X menor que a> saldrá imaginaria la can- 
tidad ± — V (xx-flíi) , ó no habrá curva en- 

tre S y f : pero si tomamos á x negativa y 
mayor que a , resultarán dos valores positi- 
vos de y á cada jfalor de x , y comenzará en s 
Qtra curva opueita é igual á la primera ; pues 



/ 
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tom Wo CPrfcCP' j será PSxP's=p'SxPfs, y 
de coasiguiente PMzzzV^m. Últimamente, 
dando diferentes valores á x podremos deter-^ 
minar por medio de los que resulten de j, dn 
ferentes punjtos M de la hipérbola que será 
fácil trazar por ellos. 

4^ Comparando las e<iuadoties de dos 
diferentes ordenadas ^ 9 y del i.r ege , ciiyas 
abscisas sean X , jc y tendremos TT : yyt: 

y tos cuadrados de las ordenadas serán cotn^ 
el producto de sus abscisas según lo demos- 

tramos (358). De yy^:- ^ {xx-aa) se saca yy:^ 

/ 
xjr-fla::&Ínfl4, y poniendo ce — aa en lugar 

de bb(^gy) ; yyixx — aá::cc^^ aaiaa , ó que el 

cuadrado de uñar ordenada es al producto ,dé 

sus abscisas ,, cerno el producto de las distan-^ 

cias de uno de losfocus a los estremos del ege^ 

es al cuadrado de la mitad de dicho ege. 

401 Pues que la abscisa CPunjr es igual; 

á la ordenada MQ del ^9 ege y su abscisa 

CQ igual á la ordenada VMzzzy y con despe* 

jar XX en la equacton yy:=z 00 j ten- 



dremos ía del 2? ege jtátzz: — 2!2!. --Hr-aa: deta 
quál se Jaca xxzyy-^bhiaaibhi^ai/^bb ^ eé 



J 90 SECCIONES 

decir que el cuadrado (MQ)^ de una orde-^ 
nada del l9 ege es á la suma de los cuadra-^ 
dos (QG)^-4-(Cfe)^ , como el cuadrado del i.^ 
egt al del 19 También se ve xjue á cada abs^ 
cisa corresponden dos ordenadas iguales tina 
positiva y otra negativa &c. ^ ' 

402 ' Si hacemos ^a:ib:; 2 ftípum-u^-. > 

tendremos el parámetco del i.^ ege que es 
tzna tercera proporcioiml á dicho egQ y al 2? 
y es. igual áladoblfe ordenada Nrj que pasa 

, j. . bbxx 

por eHocus ; pues s\ en yyrr — hb üo-^ 

íienios c en lugar de x^ y en el resultado sus- 
tituimos ni¿-i- ¿6 á ce (3 97); teniréinos yy=z 

(NE/=-^, NF=-Í*-,y, N«=-^.DeS 

- — se saca bbzzz^ , y este •valor puesto eíi 
lugar de bb en las equaciones del tJ ege las 
convierte en estas jty:::::— (2^x— *— xx)=fx— H- 

pxx Pf K P^x pek 

-—^yy^^—i^^-^f^J^^ ^-— que sott 

las del parámetro del 1 J ege , y de las que 
«e infiere que yy:xx-aa::p:2a ó el cuadrado 
de una ordenada al tJ ege^ es at producto de ' 
sus abscisas , como su parámetro á dicho ege» 

403 También g:=— — es el parámetro 

del a? ege , tercera proporcional á él y al i9 



C ó N I C 1 $. 191 

■y su equacion , ponienao*** por aa en xxzr: 

bb : . 2b 2 ib'^y 

bh) í de I4 que se saca xx-.yy-h hbiiqiib , es de- 
cir, que bicuadrado de una or4cnada al 2? 
ege es d la sürña de los cuadrados (CQ)*— +— 
(C£>) ^ > correo stí parámetro d dicho ege* 

404 Si tiradas las FM, /M (6g. 165)3 
los focus j se toma MH:r=:MF , y sobre FH 
se leVailta la perpendicular Td ^ seri^ tangen- 
te á la hipérbola en M : pues si de^qualquier 
otro punto m de la MT , se tiran las mü , w/, 
i?3¡F 9 m/— fnF=m/-MÍfí es mayor que M/— 
MFzzr/lI ; siendo míi -^ H/ mayor que mf: 
luego el punto m no pertenece á la hipérbola 
(395) > y ^^ mismo se probará de qualqüieí 
otro que ño sea M. Como los ángulos EMT^ 
TM/son iguales , y TM/=NMm , seránFMT 
y ÍÍMm también iguales. 
, .405 En el triángulo/MF sé tiene (122) 

/M:MF::iT:TF, y fM^mP(^^\Mf{a-i-^ 

(398)::/t-+ TF (2c):/t =- — '-4-cí luego 
/t-C/=CJ=-^ i y será' CP (x): CS (a):: 

Cj(a) : GTÍ-^ ) ) proporción que determi- 
nará el punto T de la tangente : y como at 



/ 



ipa S E ce I O N fe $ 

i^minuye — ^ ó CT • pa-^ 

sarán todas 'las tangentes á la hipérbola por 
ios puntos T situados entre C y á, liasta qué 

suponiendo i infinita, ^^—^ó CT se reduzca ¿ 

X 

cero , y el punto T se confunda con C 
406 Será pues l9 la subíángehte PTz:± 

CP-CTz=zx — =^ . 2? En el tri- 

X X 

ángulo rectángulo TPM la tangente T\f — 

{ xx-aa \ a\ ^ / / bbxx ' \ 



xx-as 
X = 



X4f 

3? La subnormal PR=:^ - 



■■I— •^"^"•i*" 



PT xx-aa 

X 

4.0 Últimamente, én el triángulo rectángulo 
MRP la notmal MR=V ((PM)«-i- (PR)') 



^ // bA-xx bh I \ 

cV ( -H (xx-fla) ); 



407 , Si del ceniro de la elipse 6 de la m- 
férhola. se tira la CK (fig. 1 66 y 1 67) -, sefá 
igual á 2l; pues siendo CF=Cf j y FK= KH, 
«era Ff; FC:: f H: CK: y así como CF== |fF> 
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será Ck— IfH=| (/mrfemF)=t>. De corisi- 
guíente, i.^ descrito ua circulo desde C coa 
él radio CSzuzá / terminarán en su circunfe- 
rencia las perpendiculares FK > fd tiradas de 
los focas sobre la tangente alargada si es me^ 
nester : jorque siendo recto el ángulo KdD, 
y estando Ken dicha circunferencia; estará 
también el punto D de 1^ DK que debe sei^ 
diámetro (Ó9). / 

• 408 1.0 El producto fdxFit de dichas 
perpendiculares bajndas d^ los foúu's á la tan- 
gente 9 es siempre igual á bb cuadrado del se- 
miege menor '^ pues siendo FKmKHzzrlD 
por razón de las paralelas DK^ /H ; tendré- 
mos (i42)/rix/Diri/rfxIÍKzzz /íx/S '=záa — 
ccznibb (375) en la elipse : y en la hipérbola 
por razón de las secantes (i43)j/HxFDzr:/áx 
tKz=:fs^fS=icc — aa=bb (397); 

409 3.0. Las perpendiculares FK baja- 
das del focus F á la tangehte en diferentes 
puntos m de la elipse y de la hipérbola , crecen 
fnas que las raices de los • radios vectores en Id 
tlipse y y menos en la i hipérbola : pues en lo» 
triángulos fmd , FmK semejantes por las pa-^ 
tálelas y4os ángulos en di y K rectos, se tiene 

fm:fdiiFm{FK-=: — , y multiplicando por 

FK, (FK)* rrFKx/áxi^ =hbx^. Si Ha- 

, fm fm 

tnathos P , p dos perpendiculares FK , FK', 
^ r«r)i#ÍI. N 



y 



194' SECCIONES 

V- R , r : R'' 5 ^^ sus radios vectores FM > f^i 
FMS/m'; tetidrémos "PVippv.bbx^ibhx^^ -. : 

:^ .£ , y Píü:: V-: V^. Y como la feUpsfe 

ea la que R-^i— f nzltí , disminuye r aumen- 
tando R í crecerá la raíon de las fracciones 

— •-^ más j que si siendo constante r, au- 

mentase Rí y al contrarió, en la hipérbo- 
la en donde r — R=2 a%r aumenta ctecipndo 

R R^ 

R ; será inenor áicha teladon de — : ^ lúe-*- 

go &c. 

4io Tirada Sá ( % 165 )* j^afalela á 
MP, los triángulos semejantes TSd , TMP 

dan 1:P:PM:!TS=C!S-CTíS(I , ó - 



xx-aa 



j, / aa ' bV(xx-^aa) 
Z.'\/(xx-aa)t:a-^—:Sd=: — -^ ' =• 

. hV 77-^—4= fcV 7— 7- ^sta esbresjon 

, (jc + ií)(iv + a) ■ {x+ a) ^ ^ 

se reduce á Sdzr=b qüátido x es infinita j en 
cuyo caso se desprecian como demostraremos 
después (442), á y — a : y de consiguiente sí 
tomando S4=:SAr=:i&, se tiran por A, 4 y C 
ías LK, /Í ; serán tangentes de U hipérbola á 
una' distancia' infinita (405) > y se llaman sus 
asíntotas i las quales se van acercando á la 
^urva sin llegar á tocarla. Sus ordenadas á 



í^ 
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la asíntota ík son las Mtñ ( fig. 168 ) para- 
lelas á la otra asíntota LK > y sus abscisas 
Ciw. ^ 

4 1 í . S/ Jé alarga ma ordenada FM has- 
ta tas asíntotas , será siempre MfixMNzr: 
bb=(Sd)^ ó - Mf>íSJ:MN ; ^;pues sacándose 
de los triángulos semejantes CSd , CP« , CSi. 

Sd:;CP:Pfj, óa;6:ix:Pñz3:-í: será 'Mn~Pn-^ 

a 

y MnxMÑ=-^ — ^jr: boflgáse ^ x....... 

, aa . aa 

{XX— aa) eii lugar áeyy,, y saídrá^reducieti- 
do, MnxMN=:i&. Siendo Pn=^^(Pny^~ 



hbxic "^ 



a 
hbxx 



^^ > y la correspondiente (PM)»=^^Ífc 
1 «« yj 

«s claró que ningún punto de la hipérbola 

podrá encontrar el correspondiente n de la 

asíntota : y como MfixMÑizrfefe ó M» — ^ 

** ./ '^ "~^ 

^jj^ , toientras tnáyQf sea MN ^ será menor 

-^^ 6 yin , que irá disüiiüíayendo hasta el 

infinito : fes decíír ^ la asíntota se acercará mas 
y mas á la cürVa sin jamas encontrarla.^ 

411 Del mismo modo que acabamos de 
decir se demuestra, que QjirxxgrrfefenrMwX 
MN : de consiguiente si fe tiran dos o mas 
paralelas Hh , fep termina4as en las asinte^ 

N2 



./-; 



tas 5 3^ ^í*^ corten la hipérbola en t , c ^ e ^ r, i^ 
tendrá líxxhx:=:Ér><rp: pui^s suponiendo ti^ 
radas las Nn , Qq perpendiculares á SP^, ea 
los triángulos HxQj NrEj^ hxq^ rnp semejan- 
tes á causa de las paralelas Un > Q<J i se tea-* 
drá HT:Er::QjfNr, y ^htrptixqzrn^ donde 
multiplicando , ambas proporciones, resulta 
Hx>cxA:Ki;xrp::Qxxxq:Nrxrfj :^ luego Jíxxxh= 
Brxrp^ asi cómo Qxxxq=iirxrn t por la mis- 
ma razón epxKemrcAxcH. 

413 Sise mueve la Ép paralelamente 
hasta confundirse con la Tí tangente á la cur- 
va en el punto R> en el que concurren los 
dos r , e ; se verificará como antes Hxxxfciz: 
RTxR^ , como también fftxcHznRfxRT: lúe- 
^o HjrxxifeüircAxcH , esto es, Hx (j^c -^ ch)=ch 
(xc-i-xH) , que se reduce quitando HxXcA co- 
inun , á Hx=cA , y de consiguiente Rf=RT, 
es decir , que son iguales las partes de quales-- 
quiera rectas comprendidc^s entre la Curva y 
las asíntotas. 

414 Luego i9 si dada la ordenada RO, 
se toma OTrrOC , la Tt tirada por T y R; 
será la tangente correspoüdíente á RO: pues 
/siendo en los triángulos semejánte^s TOR 
TCf , Tf:TR::TG;TO; será TR=:Rr como 
TO:::^OC. 2? El producto MM^xMA de lai 
ordenadas paralelas al i^^^'ege es aa: pues en 
los triángulos semejantes M Af»,MM';N, CSD, 
Mh:CS:MniSV, y MM^:CS::MN:SD 5 luego 
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MJixMM^-(CS)^(aa)r:MnxMN(&&)í(SD)«(66): 
y ^hxMW =z(CSy=aa. 3? Últimamente, 
para trazar una hipérbola entre las asíntotas 
Cl, CL quepase'por un punto dado x; se tira- 
rán por él las Uh , Qq &c. y tomando cA=:Hx, 
vqzrzxQ &c. perteaecerau á la hipérbola ios 
ípuntos c, V ^c. 

415 Tiradas Sg y Mm parálelas á LK^ 
y ZM paralela é igual á Cm ^ y llamando ?n 
la S¿[zr:AC ; Cfr^*, x, y Mm , j?; isfe tendirá ea 
los triángulos semejantes TAnm , Sdg , ZMN, 
5rf:S|[::Mfj:M/w , y Sd:gd::MN:MZ: y multi- 
plicando estas proporciones (Sd)*;S¿x^d::MnX 
MNrMmxMZ; ó por ser gd'zdSg en el tri- 
ángulo isósceles Sgd, (Sd)^ (bb):(Sg)^ (mmyi% 
MnxMN(6¿):MfwxMZ(xy) : luego bbxxyz:^ 
mmxbb , y xyzrzmm , equacíon á la hipérboU 
entre las asíntotas, en la que por iser ^rzr 

, irá y menguando hasta el iiifinito, á prQ. 

porción -que crezca x , y la asíntota nunca to^ , 
paráá la hípérbola;r Si suponemos otra ord©* 

nada T =-v^ 9 teñd r^tnqs TX:= m wzr: jx^ 

y T:y::V'Xy Q las ordenadas á las. asíntotas 
estarán en razón inversa de las abscisas. El 
cuadrado mm se Uanuí potencia Áe la hipérr- 
Boto, y su jvalor sacado del triángulo rectáor» 
/guio CS¿, donde(Sg)^=:K(CS)^-^(a)^ X 

^s mmzuz ^ ... 
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416 Estén en proporción geométrica 1^ 
abscisa^ ex, CU ,CG, Ce, (fig. 169) y será 
CU CX:Ck::CG ~CU:CÜ;;Cc-CG:CG&c. 
y como los consecuentes sqíi geométricaroea-^ 
te proporcionales , lo serán fí^mhien los ante^ 
cedentes XUjüG^Gc &c, diferencias de las abs- 
cisas. Si los cuadriláteros XKYU, YIJGZ &c. 
se conciben formados de los pequeños rectán-i 
guios UuYy , g(^Zt ^ue tienen las ordenadas 
IJY, GZ pqr altura, y por bases uU,gG, partes 
$emejantes de XU,UG; s^rá iiU:^G;:XU:L'G; 
y comqXU:ÜG:;CX;CU::CU:eG;:GZ:Yü por 
estar las ordenadas en ra^on iaversa de las ^ 
abscisas (41 5)} será i4U;gG;:GZ:YU ^ y wUk 
YUzzrgGxGZ, ó gGLltzzzVYyu. Lo mismo^se 
jjodrá demostrar de los demás rectángulos 
^ue componen los cuadriláteros; luego csto^ 
^ór^guales ; y si suponemos (jueXÜYK sea\i, 
«era XGZYKniii^ XcNi5K=5 &c. y crenVn-» 
do las abscisas en progresión geométrica^ es-^ 
4arán te espmos, asintótkos en progresión 
^rjiméfica. . .... 

417 SI se tiran las CK , CY , QZ&c. te 
sectores hiperbólicos CYjK,CYZ son iguales á 
los cuadriláteros XUYK,UGZYt pues siendo 
iguales los triángulos CXK, CUY ( 1 99 ) por 
Uq^v sus básese en razo^i «inversa de su<i altu- 
ras ; sri se quita CoX común y se añ^de á los 
dos residuos oKY, resultará CKY=:KXüY, y 
í^sí de los demás : luego si las abscisas iü» tér-- 
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. fninos deuná progresión geométrica ^ serán di-^ 
dios espacios los ^correspondientes en la aritmé- 
tica , o serán sus logarttníos, 

418 líQ primero (ju? U^y tju^ sab^p de Iqs 
diámetros es qt^e ambos se' dividef} por medio 
en el centro C (fig. 1 70) ; y qt^e el segundo es 
igual ala tangente Tt : pue^ tiradas las MD, 
Md, en el paralelograrao pM/t, es DC-Mr: 
luego pues que TMi=:Mf(4i3 ); será DC=: 
Cd,D6Í-Tr. Tomahdb ahora. CP^=íCP, y ti- 
rando las MP^M^P^ , en los triángulos rectán- 
gulos igualen CPM, CP^M' se tendrá CM= 
CM'; luego &c. De consiguiente, dados lo^ 
dos diámetros conjugados MM ,Ddf , se ten- 
drán las asíntotas , trabando por el ceptro C 
las CL , C/ paralelas á las DM^ dJí\ tiradas 
al. 29 diámetro D4 desde un ^stremo M del 
I?: y al contrarioi, dadas las asiotot^s CL, 
Cl y un punto M de la curva ^^ se tendrán Iqs; 
diámetros, tirando MH paralela áC/,^ to-r 
matado HD=:zHM; y las PQ, MC tiradas 
al centro serán los semidiámetros \ pues si se 
traza MT paraleb á PC; «eráq iguales los 
triángulos CDH , THM , á caus^ de la* pa- 

' ralelas y de DHzziHM ; luego TM-rDC: y 
como TM es tangente por ser TH zzz HC, 
será DC el 2.*^ semíege. 

419 jamemos JVIM^, 2«; Díí ó Tf ,2/>5 
la ordenada mQ,}^; -GQ,x: y será MQ i=:x-a^ 
M^Qzzx + a: y en lo;^ triangulaos ^gi'nej^atQi 
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CMT ,-.CQN , CM(a):CQ(x)::MT(fe>' 
QN==-^:luegomN=NQ-^=^— y, . 

mnzzzHQ^ Q/wzz: — --^-y , mNxmnnir- ?- 

"-^yy : y siendo mNxrwjzziüfefc (411)$ será ÍB- 

nhxJc 

Xia^mtntQ-Y" — r — yyzizbh , y4e consiguiente^ 

uhxsc 

yy=z bbj equacion á las or denad'as del 

'i.'^ diámetro de la hipérbola- La de lasorde^ 
nadas del 2.0 por serCp:;=imQ:=rj^, y CQ:=s 
mpzzzx; ^eri despejando xx en la anteriorj^ 

xx=: — ~ — haa. Ambas son jen todo seme-r 

jantes á las de los eges, y de consiguiente po? 
dremos de ellas inferir tambieii que á cada 
abscisa corresponden dos oi^denad^s iguales en \ 
cada diámetro : que á uno y otro corta la cur- 
va en dos puntos : que el cuadrado de la or-- 
deoa4^ á un diámetro es al producto dQ sus 
abscisas , como el cuadrado de su conjugado 
al de dicho diámetro ; que el parámetro de 
un diámetro es una tercera proporcional á él 
y á su conjugado &c. y así de todas las de^ 
pías propiedades , escepto las de los focus. 
• 420 Si de los estremos d , M de los diá^., 
metros Dd, MM'' se bajan dos ordenadas do, 
MP al i.r ege, jerá^el cuadrado de Co com^.- 
fundida, entre la una do y el centro C igual 
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al producto PSxPs de las abscisas dé^ la otra 
ordenada MP : y el cuadrado^ de CP i^ual á 
la^ suma de los cuadrados (Cí))*-*-(Cí)*. 

Supongamos que spbr^ T8á alargado se 
tomáa CE^mQErnCF, y s^ trazan por B, 
h dos hipérbolas , cuyos focus sean E, E< que 
se llaman conjugadas i las primeras ; sea 
es— a , Cñz=zb, CP— X , Co=zi será . oSx 
os — aOt — zz y SPxjPjutixk — aa. Por la pror / 
piedad de lá hipérbola (400) (PM)^: PSxPí;: 
hb',aa:z {doYi{Csy-^{CoY (401), ó PSxPr- 
{CsY^ {Coy- (PM/: .(do)»:: (PR)^•(Co)' en ^ 
los triángulos semejantes Cdá,RPM:luegoPSx 
Pi (xx-aa): (C.j)'-H- (Co)V(aa4.z¿J:: (PR)^..,, 

( :) (4o6):(Co)»(2z)= ^ ^/ -^; 

de doade resaca zzrrrxx — aa ó (Co)* = 

PSxPí , y xx=22^+^flfl ¿ (CP)'=(Ci)' 

(Co);. 

42 1 Sí en la proporción (rfo)»: (Cí)* 
(Co)»::6ft:aa(4ói), ponemos por {Cs)* 
( Co)^ su igual XX ( 420 ) ; se mudará invir-r 

tiéndola, en a¿):fc6::xx:(íÍQ)'ss : de coa- 

S!gu¡e:nte será (Cd) *rz:(Ca)'— f-(do)*rr=xx^— ^ 

fla-4^^: tamhieá(CM}*=:(CP)'*-í-.-....-. 

^hxx 

(PM)* zzzxx— +— — - — 6J: réstese mía equá-. 
ciaa de otra, redúzcase y se tendrá(CM)*'-r 
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(Cd)^ z=zaa'-bb'j y será la diferencia de los 
cuadrados deloseges de la hipérbola igual a 
la de los cuadrados de sus diámetros. 

422 Bajada sobre T^ U perpendicular 
Ca se saca de \qs tri^nguljos semejí^ate3 CaR^ 

RPM,RM;PM::qR:Ct^=-— ^^ ; tambiea 

PR;RM:;Co:Cá =: — ^¡7—7 W los; triángulos 

se^nej^nt^s Co^ , RPM : luego CdxCazz: 
;PM X CR X RM X Co PM x GR x Co ,^ ^,, 
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RM X PR PR 

/^ X» (PM)9 X (CR)« X Co 

<Cay=- ^ ^p^^, ; póngase pop 

(PM)%^(»í-aa), í)or(CR)S^(40j)i 

3?x-T*^fld{ por (Wo^'(^20;, y ^ en lu- 

gar de (PR)'; y resultará después de redu- 
cir , (C4^)x(Ca)«=a^fefe , y Cd ó CDxQa^ab^ 
ó el paralelogramo DTMC de los sernidiáme- 
tros igual al de Iqs s^mieges: luego e/ /)flr¿i/e2o- 
gramo formada de I os diámetros de Iq hipér^ 
bola es igual al qu^ forman los eges. 

423 Dados los dos diáriietros Sí i? , y 
B6 29.(fig. 171) que formen qualqui^r ángu-» 
lo , se podrá trazar la hipérbola; tpinanda so- 
bre el semidiámetro CS alargado qualquier 
numero de partes iguales CB,EE' &c. tiran- 
do por E l^ EP paralela á SB, tomando en CB 
y C¿ partes ¡gu^esa, ^P> y levantando en C 
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Ja CD perpendicular é igual á G; ; paes^ ^i por 
los puntos P se corta cada paralela PM igual 
a su correspondiente ED ; todos los puntos M 
pertenecerán á la hipérbola : .poríjue siendo 
Sjnria, B6=2&, CP~y, PM=x; se tendrá 
W los triángulbs semejantes CSB, CEP , CB: 



CS;: CP;C£;, ó 6:a:::y: CK=:~-;yea^l tri- 
ángulo -rectángulo ECD donde (DE)* ó,.*. 

l(PiM)^=z:(CE)*-^(CD)^ ; será XX=^ 

-^aa^ ecjuacional 2? diámetro de lahípérbo^ 
. la (401); y verificándose esto en Iqs dem^§ 
puntos, pertenecerán á la hipérbola. 

424 Quando los eges ó diámetros sea 
. iguales , se llama la hipérbola equilátera j y 
basta entonces para tr¿^arla, levantar ta CR 
perpendicular é igual á- CB ; pues tirando 
por qualquier ppnto P la MP M' paralela á 
Ssy y tomando P'M y P M' ¡guales á P R, se-. 
xán M/M plintos de la hipérbola ; porque 
en el triángulo rectángulo CPR se tiene 
(V'Ry 6(P'U)^=(CPy^-h-(CR)\ esto es, 
xx^zzyy-^aa. Esta misma es la equaclon á Jos 
eges , quando son iguales , ó quando la^ hi;*. 
pérbola es equilátera ; en cuyo caso formacji 
las asíntotas con los eges uiv ángulo de 45 ?• 

42 5 La equaclon yyz^pxzti — ^ incluye 
1{^ de i^ elipse é hipérbola con rdaciop i su 
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parámetro » según se ha visto (3827 402) ; y 
como quando el ege 2 a es infinito, comosuce* 
de en la parábola , dicha equacion se reduce 

om^tiendo^:— -— que entonces es cero, a yy:=: 

px que lo es de la parábola ; podremos xon^ 

sider^r á^prpxrir como equacion gene- 
ral de las tres sección^ cónicas , contando sus 
^bscisasi desde d vértice; en ía qual sacando 
los valores de las diferentes líneas que en ellas 
hemos calculado, se podrán fácilmente com-^ 
parar, para observar mejor sus relaciones re- 
(ííprocas. 

426 La subnormal por egempto , según 

iiemos visto (s J4 y 406) , Qs^pz±z — - ^n U 
elipse é hipérbola, y Jp en la parábola (368) 
en la que3: '=0, ii tnyy^px±^ se po- 
ne en lugar de y , Inordenada al focús ; re* 
Buh^lppz=px:=t: , y p=:^xz±::; , es de- 
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pir, que el parámetro es cuadruplo de la dis- 
tancia del vértice al focus en la parábola, 
mas que cuadruplo en la hipérbola 9 y ajenos 
en la elipse 8tc. 

427 Finalmente, si dada una porción de 
sección cónica ^ se pidiese quál es de las tresy 
^ Up^icion de sm eges : habiendo tirado dea<- 
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tto de ella dos líneas paralelas terminadas por. 
ambos cabos en la curva, «y por su mitad una 
recta; será esta uno de sus diámetros (369^ 
386 y 396): bnsquese del mismo modo otrc^ 
y si saliese -paralelo al primero ; será la cur^ 
va una parábola, cuyo ége se hallará, tiran- 
do por el vértice una paralelk á qualquiera dt 

/ los dos diámetros encontrados. Si el 2? diámetro 
corta al I? dentro de la curva, será est^ una 
elipse : y si le corta fuera , una hipérbola. £n 
^tos casos si sé traza un arco desde él cen- 
tro de la secciotí que corte la curva en dos^ 
puntos , y tirando por ellos una recta , se* le 
baja una perpendicular desde dicho centro; 
será esta uno\de los eges, y él otro debe ser 
una perpendicular al ege encontrado. 

4a S Por medio de los esponentes iñde- 

" terminados se representan con una sola equa-^ 
cton infinidad de curvas de diferente orden. 
Si en el círculo suponemos a el diámetro ^ y 
en lugat de x:y::y:a — x (348)) hacemos x^ : 
ym ::yn * {^a — x)« ; representará la equacion 
^w + »rrxwx(a-x)» la naturalcea délos cír- 
culos de todos géneros ; y de ella resultará 

^la del círculo ordinario suponiendo m±zi^ 
nzzzié Con otros valores salen diferentes 
equaciones de curvas que se llaman círculos^ 
por la analogía de su equacion con; la del or-» 
dinario* 
429 Si hacemos en la parábola p*^ ijT^ u 
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yn :x«(3 $7); se tendrá la equacioa á fas para-* 

bolas de difereates órdenes» Suponiendo a el 

primer ege de la hipérbola , se tiene y^t 1 

jc(a-ir jr);:/>:a(403L)t de consiguiente será j^w + «: 

P 
x^(a^x)n x:p:a^ y la eqüacion y*^ + « =z^^x^ X 

{a^^y , iy-^y^ -¥ n r=x^(a-^xy la eqüacion á 
f 

las hipérbolas de todos géneros .' asi coíno 
xwy*^%±^c« 4- f»4o es alas mismas entre las asín- 
totas; pues sacándose de xy:=zc^(^i ^) ^ y:cji 
c:x ; será también y^ic^'itc^ :x« . ( c es la po*- 
tencia de la hipérbola)» 

Noticia de algunas Curvas en particutaf. 

45t) Concoide 4e JíicofUédes. Si /por üii 
punto qualquierá B(fig. 193 )se tiran á una 
recta GH líneas BQM , BAt) &c. y tomando 
QMirr ADjQí^Ací ; se hace pasar una cur- 
va por M , D &c. y otra por ♦w , t , &c. será 
MDM'' la , coheoide superior y fndmf la infe- 
rior: El punto B se llatna |>o/o > y la Gtí 
directriz. Quando Á)& es mayor que dA^ re- 
sulta la figura I93t quando esipenor(fig.i94% 
la curva tiene un nudo en d , y quando es 
igual (fig. 195) se desvanece el ñudo ^ y queda 
un punto dé retroceso en B. , 

Por la referida constrüccioüse Ve i? que 
la curva podrá t;ra2arse por la intersección 
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coatmua de una regla BDM(fig. 196) movi- 
ble al rededor de B , y de un círculo de un 
radio C A ^ cuyo ceótro corra la GH con la 
regla aplicada á dicho centro. Y si al' circuló 
se sustituye una curva qualqtiiefá CM (fig. 
197) que se haga mover lo largo de GH jun- 
to con la tegla fija en un punto B , y aplica- 
do á otro qualquiera del ege que recorra la 
Grt; resultará Otra concoide que variará se*» 
gun las diferentes CurVas que $e empleen* 2? 
Qué la (sñ. (fig. 193) es asíntota de la concoi- 
de : pues debiendo séi* cada ve^ más oblicuas 
lasMQ, se irán acercando los puntoá M á la 
GH aiin que puedan juntarse i por^qüe siem- 
pre ha. de mediar alguna parte de las rM. 

Si se baja la PM perpendicular á Alt , y 
hacemos ÁD=iQU:n^a ^ ABzzrft, PMztrjy, 
y AP=Jt ; se tendrá en los triángulos íQM^ 
BAQ semejantes PQ:PM::AQ:AB , ó 
V(a^ — jy^)ijft:x-V(a^— jy^) : fe , y ^> == 
(b-*-y)V{a^ — rj*), eqliacion á la concoide que 
será una curva algébrica. El misn.o cálculo 
da xyr=:(b — y)V{a^-y^) por la eqiiacionála 
concoide inferior, y una y otra desembaraza- 
da del radical es y^=ti2by^'-i—{b^- a^—^x'^) 
3f*=±z:2a*6y=ra'6'*,equacion algébrica de uaa 
línea de 4P orden ó curva de 3? 

Finalmente, si tifadas las MP , AB. (fig- 
197) perpendiculares á la directriis, se supo- 
ne AP:=;r, PM=^, CP=:z , CQz^tí, 
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AB=:6j será VQ(z~a):VM(y):: AQ(x* «~z)i 
AB(6) , y %-=: "t-^-"^ <»> valor qué sustituido 

dif la equacioii á la curva CM dará la áe la 
concoide DM. Sise sustituye per egetiiplo, en 
j^^ziziax — Jc* , la equación ^1 círculo cuyo 
centro es Q; resulta xyz=i{b--'^-'y)\ {a^ - y^)y 
que es la de la coticoide ordinaria 2 y susti- 
tuyéndole en j^'rzípx equacioii á la parábola^ 
«e tknty^-^by^-apy-abp^spXj que perte- 
nece á la concoide parabólica, quQ sirvió á 
t)escartes para resolver uta eqtiacion de ó? 
grado. 

43 1 úsoí'de dé Diocles. Si eii un circuid 
cuyo áiámetroes Aa(fig. 198), Tr tangente 
en a j se tiran desde A rectas AF ^ A/ &c. á 
; diferentes puntos de la tiangente , y tomando 
ANiziAíF, Afi=:m/&Ci se tra?a por M, m 
la curva MAm ; se tendrá la cisoide. Tirese 
Mi paralela , y MP perpendicular á Aá: há- 
gase APzzrx, MPz^^f, Aazzzá: y por ser 
A NzrMF ; será AK=:Pa=:a — x , y NKz= 
V(flx^ — x'^ ( 136 ): y como eñ los trián- 
gulos semejantes AKN, APM, AK:Ríí:: 

AP:PM ó a—x : V(ax — x^)::x:jy j será j^= 
X V{aX'X9) , j ^3 . ^ X * 

--^^ — ov^zr:— — la equacion a la ci- 

tt'X / a-x •* ' 

soide , línea de 3 .^i^ orden , y curva algébrica 
de 2? 

Luego I? á cada abscisa corresponde» 
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dos óráeríádás , una positiva y otra negativa: 
y de coasiguíeate tendrá la curva dos ramos 
iguales é infinitos, t? Pasará por el orígj^n A 
de las abscisas : pues yz=zo quando xrró. 
3.0 Si xiiizja, y — ^— i— |¿í ; es decir que cada^; 
ramo corta la circunferencia del circulo en los 
puntos C,C^ igualmente distantes de A y a 

a* 

49Quando xzna, y^zzz ^ ó y es infinida, 

y la tangente Tr será asíntota de la curva. 

Valiéndose eü lugar del círculo de la pa^ 
tab^^i hipérbola &e, se hubiera sacado U 
cisoide parabólica, hiperbólica Sfcc. Los an- 
tiguos encontraron por medio de ésta curva 
dos medias proporciionales entre dos líníeas 

dadaá. 

432 Qüaaráírh de Dinoftrates. Si uria 
tangeiite AT (fig. 199) al quadrante AB stí^ 
muev6 uniforme y paralelamente á si misma 
hacia G, at misrtio tiempo que el radio AG 
recorre al rededor de C el ared AB j la Iri- 
terseccioa de la tangeíite y el arco formará 
la curva AMD que se llama Quádratrizi 
en lá que en virtud dé la constrüccioíi quál- 
quier espacio AP corrido por la tangente? 
AT, es al arco AN corñáo por él 'radio AC¿ 
como el radio ^s,al quadrante ANB. 

Luego si se supone APnrx, PMz=:y^ 
ANzriM, AC=á, AÑEasLC ; séfá ^:a::u7CÍ4 

■ -• ' ■ - • : " " ex 

ángulo ACN : ángulo ACB, 9 *=— : ycdnwr 
Tomdll & 
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CP:PM::CA: AT , ó a-x:y::a: tang. u ; se teiw 

drá y= tang^ — -pclf la equacioa á la cur-' 

va y que es de las trascendentes , y' de la c^tf 
se sirvió su inventor para cuadrar el cír- 
culo^ 

4J3 Espiral de Arquimédesn sSe Uamat 
así la curva CKMA (fig. 200) descrita por 
un punto C que se mueve uniformemente 
por el radio CA, mientras que este hace una 
revolución al rededor del centro C j de ma- 
nera que el punto C llegue á A , quandoel 
radio haya recorrido toda la circunferencia.^ 
Si CA alargado repite su revoííicioiif, mien- 
tras C continua sil movimiento, describirá 
una segunda espiral: , y podrá trazar ostras. 
muchas que serán partes de una curea que se 
estiende al infinito. De consiguiente ,. la or- 
denada CM i^y) , será al radio CA (a) j coma 
et arco AON (x),que es la abscisa corres- 
pondiente 9 á toda la circunferencia AONB A^ 

esto es, jyrr: — -^equacion a la^ curva, que 

también es trascendente, y que pasa^ por el 
centro del círculo generador y el punto A, 
Haciendo ;c=:cW , se tnudará la equacion ea 

jciraH , en la que' dando á x^ los valores 

'comprendidos entre oye, resultarán los de la 
«egund» espiral , que terminará ea el estremo 
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de übradiodobl^deCA: haciendo jr=ic-^x^^ 
mé tendrá la de la tercera,' y así de las demás. 

434 Espiral patábólica. Si éri un radio 
íjualquierá CN (fig; loí ) sé toma una parte 
MK media proporcional entre el arcó AN y 
una riectá dada p ; la curva, qué pasé por los 
puntos. M así determinados i sé llama espiral 
parabólica. Haciendo en ella AN=r;?, CMzzzyi 
AC:=z:á 'y se tiené^/nz^— Vpx, equáclóri á U 
¿urva, que esfiresará sus infinitas revolucio- 
nes sustituyendo eil ella eií lugar de jrjc— h- jt,- 
2C— H-x&c; ... 

435 Espiral hiperbólica. Si en una rec- 
ta indefinida CF(fig. 20a ) se trazan desde 
un punto qüalqüIeraC como centro Iqs ar- 
feos AG, QM , PO &c. ¡guales en loiígity^d,* 
y se hace pasar una curva por sus ,estréisK)$ 

. G,'M,0 &c. será la espiral hiperbólica ^ erí lá 
^üe la recta BH paralela al égc CÍ , y dis- 
tatíte dé él cri CB=ACjzz:QM=PO 8cc. será 
su asíntota ; pues no puede encontrarla basta 
.que CM s^a infinito. 

Sea CA=:a,AÑ=>,CM==y,AG=Q:^I=&c; 
rn&j tendremos x:hi:a:y y ó xy:=^ab equaciori á 
lá curva, semejante 4 lá de la hipérbola én- 

. tre las asíntotas ; y jen la ^ue poniendo por 

x:c-i- JT, 2 c+ X &c. resulta _y= , y:;=— i^-r-^c 

lluego al paso' qué crece láabiscisá, mengui' 

Oi 
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la ordenada hasta el infinito ,• y la curva hace 
infinidad de revoluciones ál rededor de su cen- 
tro antes de llegar á él. . 

436 Logarítmica. SJ de uno y otro lado 
de la línea indefinida AY(fig. 172) se foraaa 
las partes iguales. AE,EF 8cc. AC,CX,XO, 
y en los punto» 0,X C,A se levantan per- ' 
pendiculares OL,XM',CN,AB &c. que rcr 
toresenteu los números de una progresión geo- 
métrica; las partes AE, AF, AG .&c. esta- 
íán'en {rt-ogresion aritmética , y qualquiera de 
ellas AP será el término aritmáico que cor- 
responde al geométrico PM, ó AP será el lo- 
garitmo de PM(209 f.I. ) Hágase ahora pa- 
jar una curva por todos los puntos' L,M,N, 
&6.''y se tendrá la logarítmica i en la que lo» 
▼alotes de las ordenadas están enprogresloa 
geométrica , y los délas abscisas en progre- 
sión aritmética. 

Si suponiendo AB== i , hacemos AP — x, 
PM±=y, m el módulo , y e=a ,7 1 8 2 8 1 8 jr^ó- 
mero cuyo lágarítmo hiperbólico es i } ten- 
dremos x=mlj=xlí,(454y458)ój'"=e* ^^ 

(donJe le saca y=e* ,equacion á lalpgarítraica, 
curva trascendente, en la que quando x=:o, 
y ó AB=i. Si suponemos AE=i^ ^erá ED 

ó ji=í« : luego si llaniamos ÉD » «» tendré- 
um «ieínpre7=«« : y las absciías formarán la 
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¡ progresión aritmética -^ 1-^-3.4 &c. mientras 
! que las ordenadas forman la geométrica -fr 

ü^ia^iafta"^: &c. Las abscisas negativas AC^ 
\ AX &c- que son— i,— 2 &c. dan las ordena- 
das — , — &c. es decir, que la cuüva tiene una 

rama infinita BL que se va acercando á la di- 
rectriz ó ege O Y hasta al infinito , ó que O Y 
será asíntota de la curva. La principal pro- 
piedad de la logarítmica es que su subtangen- 
te es una cantidad constante como probaré^ 
mos adelante. 

4J7 Espiral logarítmica. Si despuc$ de 
, haber determinado un numergqualqulera de 
arcos AD,AG,AH, &c. (fig. 203) que estén 
en progresión aritmética , se determinan en 
}os radios correspondientes líneas CA , CM, 
CN &c. en progresión geométrica , la ciirv^ 
que pasa por los puntps ArM^N, &q. se llama 
logarimica espiral , la qual forma un misma 
ángulo con todos los radios GM tirados des- 
de el centro; igualmente que estos con la tan- 
gente y en la que los arcos circulares son to- 
garímos de las ordenadas correspondientes de 
las curvas. Didias ordenadas CO,CN &c. dis- 
minuyen en progresión geométrica decrescen- 
. te al infinito ^ y de consiguiente la curva hac^ 
infinitas revoluciones al rededor del centro 
C; sin jamas llegar á él. 

438 Cicloide. Si un círculo AG (fig. 194) 
rueda sobre^ una recta Aa hasta que el punto 
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A llegue á a; trazara este puato la nueva 
curva A ^^a que se llama cicloide 6 trocoide^ 
qual la describe el clavo de una rueda á cada 
revolución. Si ademas del de rotación, hubie- 
se movimiento de traslación hacia una misma 
parte, resulta una cicloide menguada(fig,205), 
Y si la traslación fuese en sentido contrario á ' 
la rotación, será la cicloide alongada (fig. 2 06), 

Porcia descripción de Ja curva se ve que 
en la ordinaria la basé Aa es igual á la cir^ 
cunferencia del círculo generador , menor en 
la menguada , y ñiayor en la alongada, £1 
diámetro BC es el ege de la curva quando es . 
perpendicular á la base, y el punto B su vér- 
tice. 

Tirada MP perpendicular á BQ , y las 
Clierdas iguales MF, QC 5 será FG=MO; y 
pues que ,FC=AC — AF— BOC— FKM= 
BÓC-^OLCrzzBÍO ; es claro que la parte 
MQ de la ordenada IV^P es siernpre igual al 
arco correspondiente BIO del círculo gene- 
rador : y como la parte restante OP es seno 
de dicho arco ; si llamamos MP , y ; EIO, w; 
será la equacion á la cicloide ordinaria y=u 

-^^enu: y suponiendo M0.zz:-7-BI0 que com- 
prende las tres cicloides, según que h es igual^ 
mayor ó menor que fl j se tendrá y^z — w— f— : 

sen u por la equacion general á las tres , que 
^omo se ve , son curvas trascendentes. Quan-: 
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4o el punto A se toriía deatro ó fuera del 
círculo, despribe otr^ espacie de cicloide: y 
si en vez 4e líne^ recta , sé hace rod^r el cír- 
pulo sobre otrja caryqi j resultan ptr^s del gé- 
nero de las epicicloides. ' ' 

439 Finalmente, sollaman curvas ^sp(h 
nencm/eí ¡aquellas en puya equapion entra al- 
gún esponente variable, como ayz=z:ig^ ,el pro-- 
ducto de la ordenada y por U coastante a, 
que se puede suponer igual ^ i , seria pro- 
porcional á la abscisa ;c elevada á la potencia 
X Suponiendo aziTí , yx=r:2, 8eria^rrx^=4: 
si -x'—:::^ ^ yzzz^^zzz^j 8cc. es decir, que si á 
á la ordena j corresponde 1^ ^bscis^ 2 , y á la 
ordenada y la abscisía xtzzy ; se tendrá J':/- 
4:27: ylasjy ^unientaránó disminuirán en W 
misma relación que las j^^ correspondientes. 

Es muy frecuente, y universal eV uso que 
en las ciencias y las^rtes se hace de las cur-^ 
vas, en especial d^ las. secciones cónicas. Sus 
propiedades sirven en Ja proyección de las 
bombas , escabacio'n de miqas , en la construc-^ 
cioa de Lis bóvedí^s, dé las bocinas acústicas, 
espejos ustorios , telescopios &c. Los plañe 
tas se mueven en elipses cuyo focjus ocupa el 
sol: y las órbitas de los cometas.se confun-f 
den sensiblemente con parábolas en los piin-^ 
-tos de sus trayectorias en que se .observan. 
La cicloide ha servido para arreglar Iqs K^q-* 
íes de péndola Scc- 
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440 El objeto de estQ cálculo es consi-? 
derar la relación entre, Iqs incrementos ó de? 
crementos que sobrevienen á qualesquier» 
caatidad<^ variables , para llegar á cierto es- 
tado: dichos aumentos o decrcmentos que 
son partes, infinitamente pequeñas ó elementos 
^ ^e las cantidades ^ pueden mirarse bajo dedos 
aspectos diferentes , que dividen eu/dos ramos 
(el cálculo infinitesimal : en el uno que se llama 
cálculo diferencial ó de las fluxiones , se ave- 
rigua la razón que hay entre dichos elemen-f- 
tos dadistas cantidades y y en el otro que esi 
el integral ó de l^s fluentes , se busca la ra-f 
zon de l^s cantidades dado's sus elementos: d^ 
suerte que el i? resuelve las cantidades en 
sus elementos , y el 2? de los elementos com- 
pone las cantidades. 

Si q es el cociente de la cantidad b par-^- 

tida por a , de suerte que— irzq ,^ y perpia- 

neciendo b constante , concebimos que a va- 
ya menguando ; irá creciendo á proporción 
el cociente q hasta que llegando á $er a una 
cantidad infinitamente chica qual podemos 
considerar al cero , venga q á ser infinitamen- 

te graaae:esto es, si a^^o,-——— rzz^»(es- 
fip es el signo deUnfínitp). Al contrario > s| st 
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concilpe que a vay¿rcrec¡eado hasta el infini- 
to, disminuirá q hasta Hogar á ser cero^ y se-. 

rá — irz-^rzflfrzío. Por esto llamaremos caati- 

dad infinita la. que, en su género se concibe 
haber recibido todos los aumentos posibles; 
é infinitamente pequeña la que se concibe me-» 
ñor en su género que otra qualquiera posible* 
Pero propiamente hablando , el idfinito equi 
vale las mas veces á indefinido , y viene á ser 
.el limite acia el que se acerca el infinito quan- 
to se quiere , sin poder jamas llegar á él. 
Quando decimos que i es la suma de la serie 
in6nita^:^:|> &c. es decir que i es *el límite 
de dicha suma; porque quanlos mas térmi- 
nps se sumen de dicha serie, mas se acercará 
la suma á i. Asimismo, llamar al círculo />o- 
fígono de infinitos lados es decir que el cír- 
culo es el límite de quantos polígopios se le 
quieran inscribir, ó circunscribir , al qual se 
acercarán tanto quanto mas lados tengan. 

441. Hay infinitos e infinitamente peque « 
ños de diferentes órdenes : sí x es infinito, 
siendo i:x;;x:xxi ^^^ ^^ infinito respecto de 
X , como X lo es respecto de i , ó será infini- 
tamente infinito ó infinito de 2? orden : por 
igual razón es x^ inflnito de 3.^ orden, x^ 

d^ 4^ &c. Si— es infinitamente pequeño » .so^ 

X 

rár-- infinitamente pequeño de í.o orden; 
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Calculo 



I I I 1 ^ , ^ 
pues ¡es I : -^::— : — ; -— sera innii¡tament$ 

pequeño de ^J orden, r^ de 4.0 &c. En uq 

Xw 

producto de factores infiaitos ó- iiífinitamente 
pequeños , se atiende al número y grado de 
dichos factores: y ^sí bij^z y X2í , siendo x, z 
infinitos y &^fini|tO', son infinitos de 2.0 orden; 
pues bxz:xz:b;i: y siendo & , i de un mismo 
orden, lo serán también ¿;r2r y xz. Aquí se 
ve tarribiér; que á los infinitos multiplicados 
y partidos por cantidades fjnitas puede m§-r 
dirlos alguna razón finita. 

442 JLas cantidades finitas no aumenta^ 
ni disminuyen una cantida4 infinita : porque 

siendo i — izr: — i-nrrro. v— =:«> (440) 



|-4ríiizo, y 



sera 



::^po ;hagas^ 1^ d¡v¡sion( 10 j 

í.I.) y resultará zzia+a+a+a.^.-^^^ ; 



I- 1 



i-i 



i-i 



y -=-¿? — (t — a — a...H : luego 



a 

lo mismo es que a-i-«+a+<i.. 



lo mismo ^s 



I-JL 

a 



a 

— , y 



i-I 



■qué— fí— a-a-ia...*!-' 

rl + I ] -ir^i 

De CQQsiguiente en los cálculos en que in- 
tervengan una ó mas gaxitidades infinitas , se 
deben despreciar todos los términos finitos: 'y 
por igual razón se deben omitir los infinitos 
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Ó infinitamente pequeños de orden inferior 
quando los haya de orden superior. Por egem- 

pío , la espresion-^— ?—- en la suposición de 

aerx infinito, se reduce á^ :zz|. Los mis- 

mos I, hubieran salido dividiendo numerador 
y denominador por jr, y despreciando los ter- 

mmos -•■ — , — ^ que por ser mtinttamente pe- 

X X 

queño^9 se redticen á cero.: también Ja espre* 
sion xx-Max^hh se reduce á xx en la sapos i- 
cioá de X lignito, omitiendo hb finito y ax in« 
finito de i.r >orden, ' . 

443 Asimismo xx-*-ax se reduce á ax, 
siendo x infinitamente pequeño , desprecian* 

do XX que lo es de a? orden : y j- bajó 

de la misma fuposlgipn , se queda en — . Pero 

no se ha de egecut^r la reducción hasta ha- 
ber concluido el cálculo de que se trate: y así 
la verdadera diferencia de xxr bx^ú yxx+6x'¿, 
suponiendo x infinito, esxx + fcx + a-xx-¿x-i^ * 
fí-6 > y si se.hubieran quitado antes los tér- 
minos flx, fl , ix, 6, jiubiera resultado xx — ' 
XATzro: tampoco x — V(xx — m) se recfuce 
á cero ^n la misma sujposicion, sino á x -x-*- 

— ^-7^7 &^- desembarazando el radical ( i ?4 

» • 

r.I. ) : y después á — , despreciando los demás 



22Q CitCULO 

términos (442). P^ro antes dé intcrfiarhos en 
los métodos diferenciales é integrales , vernos 
¿dar alguna. ¡dea de lo que son series con 
algunas de sus propiedades que nos servirán 
deíipuei» 

V toe las Series. 

444 Llamamos así a un polinomio de in- 
finitos términos por el que se espresá el valor 
de una cantidad qu.e no se puede sacar cabal. 
Quando sus términos van disminuyendo se 
llama decrescente , y también convergente por- 
que entonces se acerca mas al verdadero va- 
lor: será ¿íiwr^enre quando se va apartando 
de él; y porque entonces van creciendo los 
términos, se llama crescente- Aquellas en las 
que cada término se forma de alguno ó algu- 
nos de los anteriores , se llaman recurrentes^ 
De números hay tres géneros de series^ i? el 
de las potencias que ya conocemos ; 2? el de los 
números figurados ó de diferentes órdenes 
que comienzan asi 



^ Constantes ó de i.t orden.,, i. r. 1. 1. !• i, &e. 

Triangulares ó de j^J orden, i.3.6.ia,i5.2i.&c. 
Piramidales ó de 4? orden. i.4.io.2o.3'5.56. &c. 



o 



y en los quales cada término e« la suma de los 
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-qile íe anteceden en la serie precedente : ea 
los triangulares porexemplo, is=i , 3=1-4-2, 
6ir:if2+3 &c. El ^J género es el de los nii- ' 
meros polígonos formados por la suma de loe 
términos consecutivos de una progresión arit- 
íriética, y toman el nombre según es i,23l3&c, ; 
la diferencia de la progresión* 

Progresiones aritméticas. Números polígonos, 

1.2.3,4. 5- &c- ^(f- Í..-.Í.3.6. 10.15. &c. Triang, 
^•3-5/7- 9* &c. dif. 2.... 1. 4.9. 16.25. &c- Cuadr. 
i.4.7-to.i3.&c, d//.3....i.5.i2.22.3 5. &c. Petitágé 
^•5'9-i3*i7-&c.áíf.4.. ••1*6.15.28.45. &c. Exagorié 
Se llaman polígonos porque las unidades que 
tienen sus números , se pqeden colocar en fi- 
gura de triángulo , cuadrado, pentágoiK) écc. 
445 Ya hemos visto cómo por medio de 
la división y de la fórmula de Newtoa 
(104 y i54r.L ) se reduce á serie qüálqíaiefc 
cantidad: abora vamos áesplicar otro método 
mas espedito valiéndonos de los coeficientes 
indeterminados A, B, C, D &c. Supongamos 

piles para reducir á serie la cantidad--- — -, que 

¿I- valor de dichos coeficientes sea tal que*.<. 

'^A-^Bz-^Czz -4- D«* -^ Éz^ •+&C. ten- 



^ + * 



dremos multiplicando ambos miembros por 

bAibBz*bCzz*bDz*^8ic. :. 

* . fcA+fcBz+iCzz^-ADe^&c; 

étraspoaicndocU,o= } ^a.AzfBz;yHCz»4&c. 



/ 
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Para qué el ¿9 miembro se reduzca á cejs 
ro , igualemos á cero todos los coeficientes v 
tendremos feA-íízno, fcB^-Aznoj&C-» jBr=oy 
iD-i-C:zi:o : de donde sacaremos despejando 

A,B,C,&c.A=^,ti=4=-± , 0=_i 



¿,b=-|=^Í8cc.M«gó " 



Para reducir á serié -= j supoii- 

go- =:A-+'Bx-f Cxx-H-Dx'-H- &€. 

^ aa-^^ax-xx ^^ 

y multiplicando por el denominador y sal- 

. aaA^oaBx^aaCxx^aaDx^+ j&c. 

drá aaizz I — t— iflAxK2aB±x+2aCx*+ &c 

-^Axx— Bx^ &c. 
Y por ser entonces ¿ai±:¿«A y aaB-hiaA^^Oy 
(^aC-^2áB — Azzro^ flflD-»-jzaC~Bi=:oj será 

A=i, B=— 4^ C=^^, I>=— ~ &c. y de 

Consiguiente— =— ^ rz:A-*-BX'H— Cxx— f— ' 

^ aüj^iax-xx. 

í)x* H- &c. rri ^^+ifl — i^ -H— &c.' 

Quando eri el numerador hay dos térmi- 
líos , se igualan á los dos homogeiiéos de. la 
serie multiplicada ya por el deñonótoador r si 
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. hay tres álos tres primeros , y así de los de- 

más: y así parahatlar lá serie «que \Correspon- 

de á -> se supondrá iguala A-h— Bz-4-^ 

Cj2?z + D2;*-4- &c. y despu<ís de haber multi- 
plicada pof A+Bz+C2z+Dz^+ &c, 

hara i=A, — Azz-tí«»-&c; 

2=B- A : y 

de consigúieiíte »ef á=rB=:3 ,Cr=4,Dss7,-&c. y 

^ ■' =A-f-B¿-+Czz-^Dz'— J^&c. :iz:i-+-r« 

1 -z-z» 

^aí+4zz-i-7z^ &c. serie recurrente por. s^r eí 
coeficiente de cada término suma ;de los dqs 
precedentes/ — 

Pard sacar por esfel medio ía raíz próxima 
Át(aa'4'Xx)y ó reducir á serie V(aa^xx)z==: 

(aa-^Xxy i supondremos (fl¿ 4- xx)*zzz A-4— .'....- 

Bxx+Cx^-hDx^-4- &c. .( na se supone igual 
á Á-*-Bx-«-Cxx-*-&c. porque eí término' cort 
X del 2? miembro 'sin homólogo eri el í 9 j" hu- 
biera embarazado la operación). Cuádrese 
pues , la anterior eqú^ciori, y resultará......... 

AA-f2ABxx+BBK^+2ADx^-f&a. 
aa^xx=í\ -H-^2AGx^+2BCxH&(?.' 

de dotide se saca aa=:ÁÁ y Áz=¿a , B±r— 
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XX ~ x^ xs ' 

- — ^TT"* — n""^ *<=• 

446 E/ xttwar las series es la oper^cíór! 
n3as difícil que je hace con ellas, y viene á 
reducirse á sutiiáf algurias generales qué sir- 
ven .dé formulas póf las que se sUman las 
deríias que pueden reducirse .á eílaíT. Noso-- 
tros nos ceñiremos á Ips casos iims precisos 

oc . ^ • ^ a ^ a it a 

1 • ^ea -Tr— -r — ; ^-T¿ ■■* ■■■■; -—• •••••• "— UDfli 

' b bq bqq hqt bq^ A^oo . 

progresión geüeral ^oifaétrica decrescente al 
infinito. Si se coloca así ■»- — -.*- — í- — r— L 

pq!» bq\^ bq^ bqq- 

, "T — ' — T-; la habremos hecho cresceqte, y su 
suma será (202 f. I.) despreciando el términor 

¡A • . ■- • • / 

j— que es. infinitameníe pequeño (442), . 

Sr-r--^ : fórriiulá j[)or la que se podrá su- 
mar qualquier progresión geométrica decres- 
jCente al infinitóé . .^ 

Sumemos por ella la.íraccioqí decimal 
.^53333 &c. qué sabemos equivale á |, y vie- 

tie á ser *-^t -^: -^... — |: sí lahaccmo» 
10 100 1000 10 ^ 

crescente escribiéndola así,— ^:..-2-í -i :l.j 



10^ 1000 roo 10' 



Será a=3, 6=10,9=1,0, y S=:|J=5. 
De consiguiente la siittia de 0^9^999 &^* ^^ 
tá I como ]o da también la fórmula. 



X 
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Para averiguar en quebrado^ común el va- 
lor de la decimal a, i S 1 8 1 8 &c. ó la suma de 
la pfógrésida á que equivale; har^ix^s ¿=:i8,' 
h=: I oo , qzzz i oo, y sorá S==^i§|=^. Tam- 
bién eóxrojatraréníos qu0 la fracción periódi^ 
ca 0,14285714285714 &c. vale |, sustitu- 
yendo en la fórmula, 142857 én lugar dea/ 
ioooóoó én lugar de b y q. 

447 ¿9 Pkra Sumar tína sérié-r— >— -^^^ — i 

-V"---, —rz — &c. cuyos numeradores están 

en progresión aritmética y los deriómínadores 
/én progresión geométrica ; sé^ reducirá á esta 

rma-r, -=—-•* 



-■ " ■>■ 



t b^ . bq bjq bj^q bqq bq^ 

Í~7^^^7-^r^&c. dé doncje sé sacarán las 

¿igmeníés series que son dtrás íántás pf ogré-^ ^ 
¿iones geométncái. 

;^-&c. xuya suma es 



b bq b(¡q bq^ ^ ^ bq-b 

a á d a ' " . d 

&c. SU suma. 



bq bqq *hq^ ' "" bq-b 

~d'd fi * • ' . ' d- 

-íT-r — :- — - &c. su suma — r — r— 

bqq bq9 ' bqq-bq 

. 'd _ : • - ••; ) \ ' d ' 

&c. SU suma. 



Y pues que estas sumas excepto la primera, 

: • :■'.'•' d ■ d 

forman la progresión ^7 — -: , , ; .....•...;.. 

• H''^ bqq^bq r 

TomoIL P 
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d da 

— -¡— &c. cuya suma e s ; ;. si á esta 
se añade la primera \- ■ ' j se tendrá 

bq-b 

■ . ^ ■ f- por la suma de U sene pro- 

hqq-abq-^P '^ ^ 

puesta. 

448 3[.o Encontremos geiíeraímente laC 
suma de qualquier niimerá de términos de 
una progresión qualqioerat de las potenfcias 
de los im meros naturales i ^ 2 ^ 5 , 4 &C. Re- 
presente la progresión aritmética-^a. b. c. d. t. 
una serie qualquiera de estos números : y 
pues que tzzzj-i-ty dzzzc-*-!^ cnr&-H— i, b:zzz 
a—*— I j será elevando estas equaciones á un* 
potencia qtiatquiera m 

rtj fwfwi-i) m(OT-i)(fff-a) .. . ^ 

a?a«=:cw+mcw-x-f--i---icw-2+-:;i — ^L — :¿wi-3+ &e. 

* .4 X 3 

3? C'W=:Jw+;w5wí-I+--l-— 1.6w-í2+-i ii ÍÍW-3+&C. 

* ; .2X3'. 

4V ¿^w=aw+f7iaw-i4.-:^ iaw-íí+-i li — r--flf»«-3+&c. 

Sumo todas estas potencias y tendré redu- 
ciendoy fwcraw--4— ^(¿iiB-i^.^m-i-4-&w-i4-dw-i) . 
""*^i(mxrw-. i)(ííw-2-4— cw-2— I— &w-2aw-i)-f.-. 

-~- — (ííw-3— fi-^;„-3.-|;^&w-3+¿,w.3)+ &c- 

o * 

Si suponemos ahora j^-i igual á la suma de 
las íM>tencías m^i,dea,6,c, d,ri >erá... 
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rw-ac=¿^a-4. fe'w-a-f cw-24.d;72-2&c,y lá sumaaa- 
terior sé reducirá finalmente á fwrníí'w- 
fw(i«»r i~ ^»- ^) -»- 1 (mxm — i ) (j'w-a _ Im-^y 

¿-J 1^: — ^(jw-3_t»a-3)H-&c: espresion ge- 
neral que se busca. ' / 

Siendo m=¿i , resulta íz=:¿-4— j®^^ — í«* ó 
i^=í- a4"i , suma de una serié dé potencias 
ceTo\ éri-í-394?5?69 por egeniplo, j'^^^r- a -4— 
í=6 —3-^1=4:. Si «1=2 se reduce Ufóra^ula, 
á í*=r¿rf-4-2í — 2r-*-í®— f®=:a4-í- i,j.-^f nr.fí^pp^ 
¿ieado éri liigardé i°~í'',f-'físác$dQ dé 1^ 
supdsielorí anterior: lu^go i=| (rr-^ ^ -h— . 
r-H^a)=if (r-H-í)-h-i¿ (i— rf): de suerte ~ 
qué la suma de-5-8.9. :io. ii- i:i» 13- es i:;i:; 

Supotíiendof mm3 ,' resulta í'3;:<¡i'. --4— 
3(ji-rr)-H— 3(x-f)-Hj^-f^=a^-^3n- jtí -+-^ 
3í — li-^-ai sdstitiíyásé el valor de s , y se^ 
tendrá trasponiendo , JX=|t^H-|ff^- ;|f • |a^+ 
|aa~ |a=::|í (2ff -+! 3if-'4T^i)-|^('2^a,r^ ja^-H-i). 
En la serié dé los cuadrados^2'.3'*.4<^é 5*^6^.: 
$e tiene Xj±=9o. Haciendo 1^2^:4 v, y po- 
niendo en el resultado* los valo''e$:hdlj¿dos d^ 

Jaa:z:i|ff(ír-+-"2rfi ) — |aa(fla-2a— fí-i) : y 
asi de las dentas. ■ ■ . .a ' 

449 Si suponeínos inifiníito el. numero de 
términos, será el ultimo t:=:i: 00, y entonces.^' 

P2 • • 
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oow-i^¿tof»-a&c. se desvanecerán en lá fórmu- 
la <:omo infiaitamente pequeños respecto de 
» w : y lo mismo í^^-a, s^ » &c. respecto de 
jw-i j luego dicha fórmula quedará reducida 

ii cow ±imjf«-^i j y jw-i=::i2*^ j 6 supofnienda 



'N 



m— i=«,J^^ zn— ^^: es decir ^ lásulna de 

las potencias n de una infinidad de términos^ 
de los número» naturales es el producto de 
la potencia oo ^ dpi áUinio término multipii- 

' cado por el número de términos , y partida 
por n— H-i. Con la misma facilidad se sacarí* 
la suma de las potencias de qualquier núme- 
ro de términos finito ó infinito de una pro-^ 
gl-esiort^aórituíética quatquiera , suponiendo r 
la diferencia y haciendo t=á-».r,á=c-+-r&c.- 
y como el esponente n puede representar aun 
las potencias fracciónartas ^ quedará el pro-: 
bleiiía eompletamfente ríeiíuelta ' . 

4 JO Se Itamá termina general de una je- 
ríe la eísplreáieri dt n némero de térriiinos, peí 

. la que se forman tóác^ los- de la serie subs- 
tituyendo por n li^nutíieros i,- 2,- 3 ifc? 
I»? por egem|>lo^ e& el término general de lasé-* 
rie í, 4í9, í6, 25 &c. cu^ofe términbs resul-¿ 
tan suponiendo wczzi^n— 4 &c. y sümagene-^ 
ral de una serie la espresion que da geiieral^ 
mente la suma de un número qualquiera n 
%0'<évmíao^. Tal es |n'-i- §nn h- ¿n suma- de 
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la séri$ 4e los cuadradas ^,4,9, 16 &c. cuyo 
térmiao general es nn: en la qu^l si en lugar 
de n se pone 6 , salen 91 que suman los seis 
primeros términos, 

'451 Si en la sum^ general (S) se pone 
n— I en lugar de n , |-psqltará I4 suqi^ Q] d^p 
. los términos hasta n — i inclusive^ o d^ to- 
4ps menos él qltimo que es elgenerat: de 
consiguiente si esta suma se resta de la pri- 
mer;^ , se tendrá el téi'iTiino general (T), que 
es siempre S — 5. Si Snr | {nn-*-n) , será po- 
niendo n — I en lugar d^ n^ jí=^ (nn — u), y 

S^s—T=n. Si S— .Üfll, será S--.j=T=: 

aqn'i, Pero d^dq §1 término general T no ^s 
t^n facit encontrar la suma. Contentempno$ 
coq la resolución siguiente qyQ se ?sti^n4e á 
ipuiperables casos. 

452 SeaTrian^w---f-r&n'"-i-?»-Hrcn'"-a-+"&c. ' 
--•fe-rj y liayasje de encontrar la suma S de su 
^érie,. Si hacemos S=?4n^?-*- i-r^H-Bww+Cnw-i 4. 
Dij-w-a— f— &c. -H— R,y sustituimos w- 1 en lurf 
garde», tendremos í=A(rJ — i)'^-*-í+B(fi — 

— H-Bfi^ —Bmxnw-i --4-, jBm(m- i)nw-a- &c^ 

-H— Chwí-» , .-^ C(m — I )r>w-a+ Bxfy,, 

luego. S-i=3T=ar>witZ;íiw-Hc«'«-^ fd^íw-^a-t-Scc^ =;. 



V, ^ 



I 
\ 
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pomparense los términos homólogos ^ y se 
tendrá Arz:::- ,B=-----h ,C= 



h 

'1 






W-I 



Af» 



1% 



-&c: de consiguiente SurAn^H- 1. 



f|W- 



\ w-i 2 12 / • 

Si se pidiese la sum^ de la séi^ie i.%.'^-^ 

5 f>, cuyo término general es n; se bar^ 

mnii, a.^i, i?=o, c=o &c. y será Srr:|n— »-r 

'}finz=ij(rjifz— t— fi). La de la serie 1.4.9. 16 

«w, donde T:=ififi « da w:zz2 • aini , femó, 
i:z=za &c. , y Szz:Jn^-+ i w-^f-fn. ültimamea- 
te , si T:zznw como sucede en la fórmula \ '" . 
aw.i-'w.^w .i.fi»»; será wrrm , a=i % h:=o^ 

erro &c. y 5;=- — n'^-t-i—f- |»w.h-< — 

ij»w-i — f— gj;^*, y suponiendo n^oo y positivo^ 
será despreciando »'^,f>^'"i&c, (442) > Szri 



«wH-i 



ITi 



453 Qm^^^Q se da un^ equacion irrr: 
se pide espresar en términos -de x «I valor dez; 
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acudimos al qu¿ se llama método inverso , re^ 
torno ó regreso de las series. Conside- 
remos i9 querfi:rr:i , y »=i , ó (jüe sea x=^z 
--♦— &2ÍZ-H— c5?^-4T^íÍ2^-*'&c-y que Se pida eax 
el valor de z. Si suponemos z^^^h^^'^^S^xx 

-H— Cx'-H— Dx^-4-&c, será 

' z;?r:=zAAxAr+2AB:)p'+BBjrH&c. 

+2ACxH&c. 
z^=z A5x*+3AABxH&c. 
Z^= AV+&Q. ^ 

y *— I " ^ +zACi»x*+&c. 

I (Í3(*=; , , . A*íÍ3f*+&c, 

luego jr=A<íx, y A=:— : aB-^f-'AA&i=:;o , ó 
B=— ^ ; ^C-H-2aB&-f-A'c=o , y C:i^ 

-, y asi de tos demás. Pónganse e«tos ya- 

lores en ?=Ax+Bx>:+Ca^^+Djí^ &c. y resultará 

I b ibb-ac , / tabc-aad-^^b^ \ . 

.?=— x---Arjr+ — i—fc^i- [ ■ ; ' — J X* 



s 

•«••••••t 



(\íldh^'2iahbcj^^aabdj^7^aacc''a^c \ 

— +-&C fórmula por 1^ que podremos espresar 
una serie de potencias de z en otra gompues'^ 
ta del^sníismas potencias de* x. " 
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«^-&c. tendremos^=i , fc=-^i , c=i , d=r-i, 
jp^iri &c. y sustituyendo estos valores , será 
¿=rx-fxx+jr?+xHx?+&c. Si fuese x=z^'izz+ 
.|2?44z^+|z?+&c. por ser a=n , 6=j^, rrri, 
4Í=:|, ez=:| &c. será z=:x-íxx+|jr*— JE-j^t^. 

I^AT^— &c. Últi^íiniente , siendo z=:^-^ — 

^.— Y-&C. ser^ — =rz+izz+ 



Supongamos i? que »w=3( , y f»=2, de 
que resulta la serie x=az+6zHcz^-fdz^+ &c. 
de potencias impares: buscaremos una for- 
mula* para este caso, luciendo ?=Ax+Bx'+ 
C^^+I)¿^+ &c. pues será.^..... 

z»=:A»jf'+3 AABjr»+3AACx'+ &c. 

+3ABBx'+&c. 
«»= A*x*+5A*B*?+&c. 

ÍT= ■ A^xH&c.;. 




5 
I 



flz=Aajr+»B*?+oC*HaDx?+ &a 
¿z»=A»i>jr»+3A^B¿x»+^AC6xH &c 

' +3ABB¿*''+&c. 

cz*ss A*CJr*+5A*Bcxí'+&c. 

iíz»=: ' AV**+&a 



De donde se sacará 2r=aAjc, > ó A=:--: 
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ifcff±:i!^&c. de njodo que la fórmula 
por la que podremÓ**' espresar ea x quaies- 
quiera* potencias impares de Zj^ será zzizi-^-sr— 

Para espresar en x los valores de ? cq 1^ 

cquacioa jtiiiz — rrTT""^ " 4 
;^ **3-'^ «.3.4-6-^ 

^^ — h &c. hareinos 4=1 ,' 6=;— 

«.3.4.5.6.7./ ^ 

I . \ _ ' ^ 1 ^ . — — — . 

ríT7'^~"a.3-4.S'*' ■ ^ «• 3- 4. S^<S. 7í • 
&c. y «e tendrá z=:? ■♦• ■■ ■ -^x' T^ f ""^ í" 

i_^ \ l*-4^ 8cc. =x-i ~ »' 

a.3.4-5** ' *-3« . 

a. 4. 5»* a. 4.6^^» 



S- 



V 
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Consideraciones generahs sobre los Logarit'- 

ptos , alg\j^nos de sus usos , y modo de j<i-r 

Carlos por hs series. 

454. Para geiier^lizac m^s las Icleas (ju^ 
dimos (208 t.l. ) de los logaritmos , suponga-? 
jnos que sea a ua numero mayor que i ; x U 
potencia á que s^ ha de elevar para que igua- 
le á &, de modo que a^ mfej s^rá (zo9r.I.) 
el esponent^ ^ el log^Htrpo de 6 , ó x=lb 
(1 sigaifíqa logaritmo. ) La cantidad a se Uam^ 
base, y según v^ríe su valor, varía el, siste- 
ma de logaritmos. Juan Népero su^ inventor 
usó del mas seacillp en que a=:i , del que 
resultan los logaritmos hiperbólicos (4i7)jesr<r 
y el de l^s tablas , en el qu^ se hi^o a=:io, 
son los usados ; pero en todos ^s 1 i =d: pues 
si en ax =& , suponemos ¿±=i ; será a» =1, 
y de conriguiente x=o (92t,L); y pues que 
la'zni jla^zra, la* 1=3 &p. conoceremos el 
numerp.qu^s^ ha tomado por base, viendp 
quál es ^1 que tiene por logaritmo, i.« 

45$ En qualquier sistema de logarit* 

mosji s§ tiene l^&=l—i=da+Ii — Ii; por ser 

i:a::b:— , y por lo que ^ns^ñamos (2 1 j tX) ; 
|a6c=la-»-l&>Ic— 2I1 ; porque i:— :;c;; — : 
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íahcd=\q^\bMc-h\d -31?, la*scs!a+la — finz 
ala— h : \a^ :zr:¡la — 2\i , y la'^z=::n}\a — 

I 

(m — í)U : iya=la'^'=;:— la — ( — -I ) li=: 
—i — — ; lyarz:f (lan-ali). En d q^e- 
brado-rzr:-- X i , donde b:a::ii— , je tendrá 

l4=lí+^-l&:i^=li+16'^Iac^3l¿ la^ 

k, poniendo 3I& — 2I1 en lugar de l&Sla4- 
Ic — -li.por lar, y reduciendo después. 

456 En el sistema común de losjogarít- 
mos 4e las tí^bl^s , en el que \izrzo , son ix\3^^ 
sencillas estas espr*;siones por reducirse á cero 
los términos en quee\ura 1 1 : y así laft— U|f lA: 

la'=3la, Ia^=mla:l— ssla — 16:1 ^^ — =: ^la-* 

n. _ V{aa —XX) 

alh— Ic: lVc^=dc «=— le: I- 






fl(a — x) — j:l(a-Hx):y últimamente l3aa-4- 
la1:-4-5Í3í=:6l3ai:::;l3a?. Y parí^ níanifestar 
quántQ facilitan estas espresiones los cílcu-? 
los rnas complicados , vaniosá^plic^rlas á al- 
gunas equaciones y prot?letnas. 

457 1 9 Si se diese para resolver la eqüa- 

clon a^znJ; haríamos úa^Xh^ yx=:— :ett 



tlflX 



-í — ;=c5€rá mxla— H-(i— »f«)l6=Ic,mxla —. 



\ 



I 
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'í 



nx\b=lc^lk , y :?=— ^^nz : Sea. 

a*=-rr y tendremos xl#=:f»al6-i-fil6-- 

flxlc, y x= . J., -V Últimamente , M se 



la-»2l¿?-4-^Jc • 



Ar- 



diese ^=f^'P i sería nlb — rrlb — mjlc= 



f,mx 



Qxxlc^/ — xl¿«/p= — xl&« : de donde se saca 

(.49 t.i) x=Jt'É.^V(í^n' i^\ 

2? Sí looóoo persogas áurnsnfan en una 
pwuinda de •^•^ cada año | quántas habrá id 
cabiy de un siglo'i Si iooooo=n , habrá al fía 
del t.r año f»+J^ó.«;(i+^y=fi(|^}: al fin del 
2? año habrá f)(|^)% al fin del 3? n(|¿)^.:...:. 
y al fin del siglo n(|J) ^.^'^ JLuego deberá ser 
(|¿)^®?>^ioóooo:i:z:x, el numero de habitan^- 
tes: tendré pues , iQol|¿-hliooooQir;lx : y 
ípmo 14 Jzr:l3 1 — 13 a=o,o 1 42 4043 9 ; seri 
10011^3=1,4240439: súmese con liooooozzr 
59CK)ooooo , y coo^pondrá 69 4240439=:lx 
que corr^esponde al námero 2^54874, valojr 
de JC9 y numero de habitantes que se busca. 

: P^ra averi^ucir en qué razan djebió au- 



ñieñiarse ^l género humano cada ario por los 

. tres hijos de Noe y sus múgcresy para que á 

los ¡200 años hubiese un millón de personasi 

supüngo que cada año se aumentaséü de 

— ; sena í - — \ x6 el riúirierd de perso-* 

ñas que dcberia haber á los 200 afiós , y 4e 
consiguiente ( — - 1 x6= i oooooo,— r— zr: 

t — jaTO ,yporloslogarítmas....l =2: 



l ^ IQOOOOO , I 



í— —: = X 5,2 2 I 8487=0,026 1 00 £ 

El número qu6 corresponde á' esté ]ógarítpi0 

. 1061963 , i-^x 106196^- ^^_ . ^ 

es-^^ — :luego = -i yx=z 16 poco 

1 000000 ^ X 1 000000 "^ * , 

líiénos : de suerte que el aumento — cada and 

debería haber sido dp^. 

iQuanio debería aumentarse uri pueblo 
cada año para ser al fin de cada siglo dos 
. veces mas ñumerosol Siendo n el numero de^ 

sus habitanteis y — la razón en que se aumen- 

X , 

t« j habría al fin de un siglo/ — - y x« , y 

pues que este número ha de str /xn ; será..,,; 
r V Xfi rz: m y — ^-== 2 ^«^ r luegd' 

1 ^=^§^12=0,0030103: con que— rr =:,a 



. I - 
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¿ Y x=± 1 44 : tendrían pues que au-» 

lOOOOOOO •' ' * 

ineíitársé en -1^ cada ano. 

Para saber quantos años se necesitan 
para que li de personas sea diez veces ma- 
yor i duhíehtándose cada ario de ~^- hacien- 

do X ei ñiímerd dé áñosí séría-n(|g^) mion, 
¿ (i§lf =i o , y se sacará x=— j^ 



op 



lOÓOÓOOQ 



=í¿i. En estos problemas sacados 

dé la Introducción al Analisi de losirífihitosd 
lina dé las tñejores producciones del célebre 
Leonardo Éületó j ^ han tomado los logarit* 
inos dé tablas que tienen áfct decimales ^ co- 
mo las éscelétítes dé Ulad: 

458 Tratemos ya de tacar eí togaritmá 
de ün número qualqüierá , por ün 0iét6do mas 
éspeditó qué ei que esplicaiñós (2 ir r. I.) 
Supongámosle i^x, y que (í+x)»« sea igual á 
otro numero i+z ; será i+zzi:(f-fx)« ,' y z= 

*a*H-|m(m— í)jcx-i- --^ — '-^ — ^x'-^ &(í. Sea... 

í(ÍH-x)=Áx-4.BxxH^Cx*^Dx^^&áyl(i-4-z)=: 
Az+Bzz--4-^CÍz^-^Dís^; tettdretiids l(í-^4— ¿)= 
1(^1 H- x)»í=i:ml( I -4-x)=(ffí AxH- mBxx-4— wCx* 
^&c.)z=r(Áz-f-Bzz-f dz'-i^ Dz^-H-^&c.) : pan- 
gase en este áltimó miembro. el valor de z 
que sacamos antes 9 y se reducirá la equacioa 
¿ esta.... 



> ' 



\ 
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mÁy »mBxx» mCx ' *mDx^' &c. 

mAj^ |rw(m-i)Axx»- ^ AAf'4&c;. 

•' ■' ' 

tri donde reducíendoi y compáraado k)s tér- 
minos homólogos, resulta A — Aziro,B=— • 
|A^ C-r|A, D=— JA&c. luego 1 (i^+^x) 
zmA (3¿— |xx-H^|x*— |x^-4-|x* &c.) Aquí 
se ve que á I — »— X córrés^riderán diferentes 
logaritmos segufh los diferentes valores que 
se den á la indeterminada A que se Ijiama 
modula ; perú tiacietído ^=0' , stenipííe se tiene 
1 irzzo , como lo digimoS j(4.54)- De,U supósir 
cioxí A=: I ^ resaltan los logaritmos ^hiperbóli- 
cos 9* que por mas sencillos, se llaman natura- 
ks t y como por ellos se puíeden sacar los dd 
los detíias sistemas, n^ultiplicándolos por el 
módulov correspondiente A ., hablaréi^os de' 
los hipecrbóticos^ 

Y por quanto la serie sacada para et 
l(i— *— x) es pocoP convergente 7 aun .quanáo x 
es utf riámefo pequeño ; sacaremos para^ítr- 
la tina forma mas ventajosa , el i (1 -^x^^^s— 
X— ^|x3r-^|x* — |x^— &c. y será 1(1 -fr-x)- — 

1(1— x)=l— =í ( x+l xH jx^+ix ^+^c.) 

serie por la qjue se sacará el logaritmo hi- 
perbólico de un . numero ^ qualquiepra. mayor 
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que 1 9 y que «era muy convergente : pÚ€¿ 

kualáíido el número á-^»-,' siempre t será 

menor qué i . Párá sacar por egémpló , el Ich 

gárítmo de 2, haremos ízz:— - , y sera 



¿=1; luego l2¿52^-» 



'-^ — — V&C. J: 
7-3* / 



3- :3^ i' 3* 

0,693 1458. Del mídiho mo- 



/ fló hubiéramos sacado I 10^=2 , 3:02 5 $¿^69: 
El duplo del Idgarítnfio de 1 es él de 4, el 
triplo el de 8 : la suma de tós de 2 y 5 será 
togarkíiío de 6 : 1& mirad del d^ ió será el de 
^ jy SLst de los demás que se sacarán fácilísi- 
tíiameiíte calculados los de los tíúmeros ,pri- 
merCrs. • 

459 Sierído 2,30258509 el logantma 
hiperbólico de íó ) y el de las tablas 1 j ten- 
dremos ir=:Ax2r,^x5^569: de consiguiente 

^"^¿1^^'''^^^'9448 , vaWr del mó- 
dulo de los logaritmos de la^ tabla;^, por et 
que se deben multiplicar para reducirlos á 
hiperbólioo^.: y estos al contrarió > ié redu- 
cirán á los de las tábtas , partiéndolos pór...«- 

<>>434í9448.. , 

460 Si dado un logarHmo , se pos pidiese 

él rtómétú que k torres ftiñde : suponiendo z 
el logaritmo dado , y ú-^x A nú'tneTÓ que se 
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busca; será(458)z=~xixx^|x'--t.íx*-H- 
|x^ — &c.. Para averiguar áhorá: el^alor de x 
en z (4 5 3 ) ^ sea x=: Az -hUtz -4- Cz^ -h J32^ 
&c. y stjá.... , 7 

*=) — ACz*-&c. 

-^fA'i*+AAB2*-&c. 

••■ •'••■:•■'• •— ÍA*2*-&c; 

b^ionáese sací Á=i,B=Í,C=:|,=D^ 

íxC.- luego 'x±zá:-4. ^^ -1 ..> / y -J/ ■ >:.; 



I 



...... .^^ «,-3 • .íí. 3- 4 . 

«s -■•••- ■• ' ^ 



' :. — ^— T'-^S». y fihálníente 1 



ía-3-4-5 

— — ^--^^-^^ ■ ' ■ ••' -hSic, Efííérteral; ubná- 
bcro qualquiccá. «35 t+\n 4- . -^hh íf^ rr^-. . . : . . 
r-r-i .^c.,$erie ,quc rsiénipce ^s, convergente; 

*■ • ' . I • "^ . •<!.'< ' ' • 1 



y de" con.siguiente que resuelve .la cuestión. 
Aplíquefnosla á encontrar la oasé de los lo- 
garítmos hipérbóliiíos , de que se üsafíiucho en. 
el calpuío integral ;_y.pues su Iqgárítmo es i, 

2.3 '2.3.4 ^^^.s 



=2,71828 1 83..Advjertasc que el , logaritmo 
diado se' fed^ice á llip&rbóiícb '^te¿ de la ope- 



racioa, quandano lo es. ^ ^' 



:> 
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CALCULO DIFERENCIAL 

* 461 Supuesta que debe haber igual ra- 
zón entre las cantidades variables v .los au— 
mentos ó dec remen tos semejantes que les so- 
brevengan ; es evidente que si por medio de 
estos conseguimos dete^tnlnar dicha relación 
entte las cantidades , qüefdará ésta determi- 
nada aunque reduzcamos á cero ó hagamos 
.desvaaecer los tales elementos j como que^oá 
partes iñfinítattiente pequeñas de las caíitida- 
des. Este arbitrio para descubrir las cantida- 
d-des por medio de sus élemeatóé , es el obje- 
to del cálculo diferencial ^ como veremos mas 
claramente por los egemplos, después que 
hayamos enseñado á éspresar algébricamente 
. los^ elementos de toda clase de cantidades, que ' 
por el modo con qué se sacan , se Hamaa di-^ 
f ferenciales ^ y que se rept^ésentan con la letra 
d puesta al lado de la cantidad cuyas partes 
" significa. Pero no se debe confundir este cal- 
culo con el de las difereñfias finitas de las 
cantidades variables que hace con ellas' láis 
mismas operaciones que el diferencial é inte- 
gral con las diferencias Infinitameote pequen 

Si las cantidades variable». x, y ere- 
ccn en un instante de urta parte infinitamente 
pequeña dxy ííyj vendrán á ser x-+-dx, j^+df;^, 
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y la diferencia entre lo que son ahora y lo 
que antes eran , será x-^y+dx^-dy-^x-y^dxfdyt 
estas son las diferenciales de x ,^ que se sa^ 
catán de qualesquier^ cantidades sumadas 6 
restadas juntando á cada variable la letra 
característica d , que se pone después ■ del 
coefícíente si le hubiese i pues si 32 crece de 
^dxy será su diferencial 3X— f— 3í/k— 3X==3áx: 
la de ay-z es ady-dz^ y la de icx— +--a& — 

— es icdx-^- — — . En afe y en quaíduier otra 

n n V j j 

cantidad constante es cero la diferencial ; pues 
no crece ni mengua su valor. Hemos supties-^ 
to y supondremos en lo sucesivo , que las va- 
riables crezcan y vengan á ser x -♦• ¿x, y -+- dyi 
pero llévese entendido que si menguan ; serán 
It—dx^y—dy y y sus diferenciales — dx-dy: y 
si creciendo x decrece j>, serán dicha^ diferen- 
ciales dx-dy^ 

462 Para difereaciar xz ,. , multiplicaré- - 
mos estas cauti4fi4*s aumentadas (x-^-*— dx) x 
(z+dz) y restando xz del pfodüctp xz-hxdz— +-t 
zdx-^dxdz; quedará zdx+xdz-^dzdx por dife-^ 
rencial de xz: que se reduce á zdx-i-xdz 9 desa- 
preciando el inñuitamente pequeño de 29 óvr 
den dxdz - Respecto de zdx y xdz que lo son 
de í? (442): luego en las cantidades' muí-- 
tiplicadas se diferencia cada votíq^jI^ consi^ 
clerando á las otras como constantes; Y así la 
diferencial dexjz'seráxjdz-^jczdy-^-^zdjr, dífe- 
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renciando primero aomo $i xy fuesen c5hstáa-i 
tes , después como ?i lo fuesen xz , y por ul- 
timo como si lo fuesen yzx y la de ^axz — 

•^yzj ó d(f}axz yz) = 5axáz— f- yazdx - 

•^ydz'-'^ tdy% Para no equivocarse j con-* 

Ü ii . I 

vierte escribir la última la variable que se ái-^ 
ferencia. 

463 Por esta misma reglgí será la diferen- 
cial de xjr, xdx^xdxz=z2xSxt la de x^^xxdx^ 
xxdx-^-^xxdx^=:^xxdx : la de x* , 41^ dx^ y 
en general la de x*'', mx ^-^ dx : luego una 
cantidad variable 'elevada á qualquier poten^ 
da se diferencia multiplicando por el espo-^ 
nente de la potencia la cantidad disminuido 
su esponenté de ij y por la diferencia de la 
variable , de manera que la diferencial de 
ax* ó d(ax^) será 5ax^dx: d{Z'^)::=z^ iz-^dzi 

d(x^)=^t^dx : d (^y^-- y ^dy :L^i'' 
ferencial de »x'j2*, considerando á x*2r* comd 
dos variables simples I és áx^ (d (z±) --^^az^ 
{d{üx} )i=z^át^zdz^^'h^faz^x^iix: en genera!, 
d ( ax« tn ) z±:ax^^ (d (;zn(:^iizn(d (x«« )=:..... 

- . £. ■ ;. ■ • . 

464 Si el quebrado-r se ésCribe así xz -i 

(93 ti L), será sü diferencial z-idx-x2-adíí= 

dx kdz zdx^xdz , , . t- ♦ 

^— — = luézo Sí se multiplica m 
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¿(ifer&nclíil dd numerador de un quthrado vay 
fiable por el denonnnador ^ y la de este por 
el numerador ,' y restando este producto del 
primero y se divide el residuo por el cuadrado 
del denomiiiador ; se tendrá la diferencial del 

quebrado. Y así dí-i*_f- j=:—.,, ,,v, 

bxx 

Qon estas reglas podremos diferencta^ 
qualesquiera cantidades algébricas. Por egem- 

pló, d( — )= '■: d j(2x^z— fz'jx— afe) = 

\z / x% 

^x^dz—^Szx^dx^-cx^ydx-H^É^dy — 2cxyzdz: 
d(q-'raz^bx^)'^ coatan^p toda la cantidad por 
una variable, es ^(c — aji^'bx^)4^^ xd (e — aT^h 
^jti^ )':=z^( c-^-qic^-^ bx^Yx ( -r-adz^ $bx^ dx): 
j por igual r^^op , tratando á los dos factores 

como dos variables , d (ox^x (mx^* a — z) *=: 

(mz*+a— z)* x((i(ax;'))fa;c'xd (m2*+a— 2; yz=z 

%axdx(mz^^íh^z)*^íax^ ( mz'— *— íJ~ z )* x 
(3mz'dz--ííz). 

Qaando hay radicales se convierten «n su$ 
iguales con esponent^s fraccionarios (i 1 5 f.I.) 

y- así d(Vz)=d (z * )zz: Jz" * dz . 2^ -r: — 7"^-^ 

X F Z 

i^íV'jí^í ):=á(x? )=|^^ dx:d(V {ab — xx ) r^s 



/ 



\ 
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d{ab -XX )*=: J(a6 - »)" ^ xd( ab —xx ) 
— xdx(ab — xx) ss 



V(ab—xx) 
á[d\ {cx-az^) —á{a{sx~i^z^) w='-flx.,., 

• n '^ 

(ex — ^2*)*" x(cdjc — lazdz) : y ...... , 



^^dx(xx-0az) r^x (x-*-&)-^r=: &c. 

465 La diferencial segunda de una can- 
tidad se saca diferenciando de iiucvo el resul* 
tado de la i?, y se representa con dos dá: la 
diferencia 3? se espresa con tres ddí^-, y vie- 
ne á ser una nuev^ diferenciación déla 2?&c. 
ddx ó d^x indióa la diferencial a? de xidddx 
ó d^x la diferencial 3* &c. pero no se ha de 
equivocar d^x, d'jir.....áwjc diferencia 2? 3? 
....w? de X , con dx^'^dxd:}^ , dx^=dxdjtdx..... 
dxm^ cuadrado, , cubo y potencia m de dx; así 
como dx^j dx^.^dx*» son distintos , de d(x'), 
(dx^)*...d(j!rw) qtie indican la if diferencial 
de x% de ^*, de x«. 

Será pues la 2? diferencial de x y. ddx: 
la de xz y se saca diferenciando de nuevo su 
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primera diferencial xdz-t^í&m , tomando á x, 
d¿, z, ¿K, cotillo otras tantas variables :. y* 
es xddz *-dzdx » zá(ix-*-(i]cdzzz:xd¿z— 4— adzár 
-fzddX'i la de xx en cuya primera di&renciab 
2xdx se consideran dos ví^riables 2X y dx, es 
2xdí/x-4-T2dx': y generalmente, la 2? dife- 
rencial de X » ó rf(rwx'»-idx), es mx^''^ddx^-+^ 

m(m-i) x«-»dx* : como también ^d( — ) ^ 

\——)^ •■•••••• 

%^cidxj^z^dxdx^z^xd(hs-2z'^dxdz-zjdxdz^2xzdz^ 
z*ddx-zxdJz-2zdxdK^2xdz* _ 

: — ; L-; — , Lo mismo se prac- 

z^ * 

tica para diferengiar las cantidades en que ha* 
ya ya diferenciales primeras: y así .diferenci-«' 
ciando de nuevo zdt^ resulta d{zdxp:=:dzdx 

^f ^x \ dyddx-dxddy 



-^zddt 



d(V(dz^-^'Íx*'))=d(dz>dx')*=.; 

r, • 3 ^^i i/, • , «. dzddz-^dxddx 
i(dz*-fdx«) xd{dz^^dx')=. —r -f 

yddx 



:d(ydxdy''^);p=: dx-+ 



ydxddy 

466 Si en un cálculo en que haya difc*- 
rencial^s primeras de distintas variables , refe- 
rimos á una como á término de comparaciotí 
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todas las demás ; es decir , si supoñepiós cons-- 
taate una de dichas primaras diferenciales , se 
desvanecerán ios términos ca que entren las 
diferenciales segundas de dicha variable que 
son cero (461), y el cálculo quedará maá 
sencillo. Por egemplo, la segunda diferenciat 

5¿-—, — suponiendo á dx constante , es 

- 7 1 :»j -dxddy . , 

^^-^dxdy-'^ddy^-—— : y suponiendo cons- 

, j • ddx 

tante a oy , es — — — j por ser en el u caso 

dy - ' ' - . í- 

ddxmo, y en el 2.0 ddyz=zo. 

Las diferenciales terceras se sacaa del 
mismo modo que las segundas , tomando alas 
cantidades variables^ á sus diferenciales prime- 
ras y segundas, como otras tantas variables: 
y lo mismo se debe practicar para las diferen- 
ciales quartas , quintas Scc. advirtieodo qué ea 
todas las diferenciaciones se ha de contar por 
constante la diferencial que eñ las anteriores sé 
haya $upuesto^ tal. Finalmente., la^ cantida- 
des omitidas en la i.a diferenciación (462) no 
alteran el cálculo de la 2.a ; pues vueltas á di- 
ferenciar aquollas qué eran de 1.^ orden, hu^ 
bieran resultado de 3.0 , cuya omisión nada 
^uitaá las de 2.0 (442). 



\ 
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S.r 



Modo df diferenciar las cantidades que inclu^^ 
yen senos , cosenos <b'c. las logarítmicas y 
^ V espomnciaks. 

» 

467 Si el seno x de uii ángulo ó ítnc(x 
lleg^ á ser x*dx , tendremos (271) supon/cii 
do r iizi , sen, (x-^dK^^m'sen x cosen d^^sen d^ 
cosen X : y como el seno de un arco dx ¡afini- 
tameate pequeSo se confunde con el arco ík 
sen dxrzdx , y su coseno es el radio (263) ó 
cosen dxr^zi; será sen! (x -^dx) :r=: seri^í-^ dx 
cosen X : tomemos pues la diferencial , y resul- 
tará d(sen x)z=,d(sen x^dx):=zsenx-^dxcosenx 
— sen*xr=dx cosen ^ Xy ola diferencial de un 
sen X , cuyo radio es 1 , es el producto de la dif^^r 
rencial de su ángulo multiplicada por su co- 
seno, i - 

Tambtiea cojeno (x^dx)'=i cosen x co- 
sen dx — sen x sefTdx ( 271 ) : luego .siendo 
sen dxizzdx, cosen dxn::i; será cQjen (x*íix)=;. 
cosen x^-dx sen x^y d(co5x)^d(€0sen x'dj0=^ 
cos^n X — dx sen x — cosen xnr — dx sen x : es 
decir, la diferencial dH coseno de un ángulo 6 
arco cuyo radio-es i , igual al producto nega- 
tivo de la diferéndaí del ángulo, multiplicada 
por su seno En virtud de estas dos reglas y 
de las anteriores , tendremos que d(s€n 4x)=s 
4 dx'CQf 4x : d(sm,ax.)z=:a(ÍK cosen ax'id {cosen 
wz )zzz—^di sen mz: d(senx cosen z ):=:= 



350 CALCULO 

cosen t>cd(sen x)-4— ^e» xyd( cosen z) z=: cosen 
zdx Cosen x—,sen xdz sen z: y d(sen x) ^ = 
m(sen x)^-^d(sen x)z=zmdx eos x(sen x)''';^. 

468 Por ser tang x=z (267), sera 

' eos X 

dx cosen fXj^dx senjx 



d(tanz x) =á f ) 

^ ^ ^ \ cosen xj 



"* cosen^x 

^^ ^^ coseny^ ^ cosen^y 

por ser CQjen^x-4— je«*x=rr=i (268): y será 
la diferetKtal de la tangente de un arco ó á»- 
gulo cuyo radio es i ^ el cociente de la diferenr^ 
cial del ángulo partida por el cuadrado de su 

t / \ dx 

coseno : y cómo en a ( tang x) ziz , es 

cosen^x 

dxz=zcósen^xxd(tang ji) ; sera lá diferencial 
d,el ángulo el producto de la diferencial de su 
tangente multiplicada por el cuadrado de su 
coseno. También es la diferencial de la cotan- 
gente de tal ángulo el éodente negativo de la 
diferencial de dicho ángulo partida por el cua^ 
drado de su 5em\ pues siendo d(cotang x)z=z 

j / cosen x\ . ,«. dx sen^x-dx cosen^x 

di ] (268) = 

y^senx J ^ ' sen^x 

dx ^ 

(464) =z — . (sen*x—h-£osen^x) z será.... 

d(cotang x) esz ---«- : por ser jen'x—f— ... 

^ ^ sen^x ^ 

cosen^xé=zi. Con las quales reglas y las hasta 
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aquí daias , sera fácil diferenciar qualesquiera 
cantidades que contengan senos , cosenos, tan- 
gentes &c. , , 

469 P^a la diferenciación dp las cantil 
dades iogarítmicas , sea x un núi^ero , cuyo 
logaritmo ní^tural designo por Ix, y hacien- 
do lxz=zz^ será z—h-dz=l ( x— ♦— cfx) ; de donde 

s¿\ saca dz ó d. (/x)=/(x ^dx) - li&d (• -^ j — : 

dx\ dx dx^ dx^ , „, 

— (442): es decir que h diferencial del lo-- 

garítmo de un número qmlq^iera x es su di^ 
ferencial dx dividida por el mismo número x. 

470 En virtud de lo qual d (/y)z:;:— ^ ? 

ÍI^X X ^ ' X 

<í(2/x)=:: : ílx" :=z d(nlx) ==x — ^ — : 

d(hz)=d(lx-^-lz)='{-^'-^=.., 



' 



X35 \^/ _ . X í^ 



I 

» 
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■-— ^ : d (/V(aa-H- zz) ) =: ^ ir ^ 

¿rt+¿¿ .' d^wV (a+CT^) rrd(fe»^+cl(í<J+f xg) ==■ 

, . ' A^ - 

¿(mh^U-^l (a+«')= -+^ 

En la.' espresion d(/./)¡) supongo /y=x, scri 
d(/;/y)==d/xzi— : y cómo d(/y)zzzT^ dxj 

sÁ se sustituyen en higar de 3t y dx sus. valo-. 

res, resultara por último, d(/./y)=-^. 

471 Las cantidades esponenciales son 
aquellas que tienénlpor esponen te una canti- 
dad variable como x^ ,y^. Para diferenciar-r 
las supongamos x'^zrzy , será l^z=:Íy , y. dlx^ =3 

^y • ' j j 

— , o dyss^ycflx^ ; pongamos por y sü valo;; 

x« , y tendremos dy ó (/x«=x^<ífx« ; esto es, 
/¿í diferencial de una cantidad exponencial x^ 
es el producto de dicha, esponencial multipli^, 
cada por d\x^ diferencial de su hgarttmoi 
de suerte que dx'^ rzx?^dlx^:i^x^ . (dzlx-ri- 

-^ j : dia^—h-yz) zz^xdla^-M^y^dly^zzz., 

a^dj,la-^^z(dzly--hT,^\: d(aa-^x^y^^ 



DIFERENCIAL. 253, 

^. ixxdx 

472 Si se hubiera d« diferenciar i?*' en el 
supuesta de ser c un numero sCuyo logaritmo 
es 1 ; se tcndria d{ c/^ )ifrc.^ dlc^ i=tx ¿^/c,y 
como Icrzzi y será dc^ - — c^ dx : éspresion de 
la diferencial de la basé de los logaritmos hl ^ 
per bol icos. Laá diferenciales segundas, terce- 
ras &c. de las cantidades esponencialés , de la¿ 
^ogaritiiiicas y y de las qué coatienen serios, 
cosenos, &c.sé sácan'confprme digimos (46 5); 

Aplicación del Cálculo difer^ncial,á Jas 

lineas tarv'as. " / ' ' " 

' . *. . ... * ■ .. 

473 Supuesto que una curva vif^ije/á ser 

lín poligoao de infinitos lado3 , dé los.quates 
íino de ellos Mm alargado Hasta T fói^maría la 
tangente TM(fig. í'73);;sea pm una ordena- 
da infinitamente próxima a lá PiVÍ, y IVlr una 
paralela al' fege SH : si llamamos á'TM, jyfSP, 
X ; será PpmMr ,. dxi mir , dy ; ,y Mwzrz 
v(¿íx^H-dy^) en eljriánguldrectángulo.Mwr: 
y en los triángulos semejantes Mmr^MVT §e 
tendrá i ^Vm:Mr::MP:tt , ó dyJxr.yiFX -- 

-— -: e$pccsian general de la siibtangertte dé 

quálqüierá curva ,' 'én la que sustituyendo' 

por y, y — m& corrcspondit ntes valores sa?- 
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cados de la equacioa de la curva de que se 
trate ^ saldrá el de su subtangente : y de con— 
siguleiite se tendrá el punto T por el que se 
podrá tirar la tangente á un punto M dado. 

2*0 Tambien^se tiene en dichos triángu- 
los rw:Mm::PM:TM ó iyi V ( dx^'-^dy'' ):í 

presión general de la tangente. 3.0 La de 1^ 
subnormal se saca de los triángulos semejan- 
tes Mmr^ PMR eii que Mr: wr:: PM:PR , ó 

dyLxdywy^^K-zzi^ — . 4,0 La proporción Mr: 
Mw::PM:MR, ó dx: V(dA:*-t-dj^')::j:PR = 

dx \ dxx ) 

la normal 5,0 Finalmeate, tirada por S la 
SD paralela á PM , en los triángulos seme- 
jantes TSD, tPM tendremos PT:PM::ST= 

PT1SP:SD, óyíf:':y::iííÍ-x:SD=^-4^ 

Con los valores de ST y SD sacados de la 
^uacion á lá curva, se tendrán suponiendo 
en ellos X infinita , dos puntos T , D por don- 
de deben pasar las asíntotas de la curva que 
las tenga. Con efecto , en la tangente , á una 
distancia infinita los puntos T y D, se con- 
fundii^án con C y B por donde sabemos que 
pasaa Us asíntotas de la hipérbola (410). 



^ 
I 



i 



r 
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^f74 Para aplicar éstas tórmulas al círcu- 
Jo, torriemos su equacíon ji^rufla— ^x, que 
diterenciada es lydyszz — 2 xdx ¡despéjese en 
ella la espréSion d¿ la subtaugenté , y será.... 

y^^ yy / aa-xx\ _^ 

nieado por jyjy, aa-^xx. El signo-Indica que lá 
PT se ha de toinar hacia el centro desde don- 
de se cuentan las abscisas , al contrario de CO;^ 
wo se totno-ea la fórmula para la qual se con- 
taron desde el '/Vértice (473). En l^ equacion 
yyz:z2ax — xx en que Igualmente se cuentan 

1 II < . / o\ • y^^ yy 

desde el vejtice (348), se tiene-— -^^—^=... 

ay a-x 

^tíít-'X X 

— — :: que dá la proporción á — x : ^a — x:: 

x: Pf , ó AP: PB:: CP: PT. También se en- 
cíienfra en Ja equacion ryjyiz: íjíj — xxdiferen- 

ciada, la subnormal ——rr: — x: y la normal 

■ « dx 

\ííyy-^^j^—A =:V(xX'^yy)=^ctf radió 4el cúr- 

aulo. . \ 

475 ' En la parábola^ cuya equac5<>n es 
yyz=:z^x , se tiene diferenciando 9 2ydyzr:pdx: 

luego la subtangente PT=i:-— ^í^^- — rrrix, 

poniendo px en lugar de yy : Ísl s'abnormal 

ydy py 

-=V^r=:-^ ^=|p 3 y así de las demás* JEn la 

dx ^ 2y ^^ '^ 



I . 



i \ 
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elipse jcuya eqüacion diferenciada es lydy : 

hh 

(— 2xdi) ; se tiene la subtangente PT: 



aa 
yix y fia 



/ lbxx\ ^> . aony^r. -^' 

(bb )r± — ~, y la 

\ aa / \ * 



dy bx 

súbnormaJPR: 



dx ■' tfrty , ¿la ' 

ambas negativas pór contaráfe las abcisas al 
^ l'eves que en la fórmula. 

476 Del mismo modo ericontraréniós ed 

• ' • '' * \ yd'X 

la hipérbola la subtangente yXizz ^ zzz 

, y ia subnormal PR=^^ = 



ffbx tí :'•..*,■. i ,:. í , ^ •• • 

-. En su equacíon a las asíntotas icy=tw>n> 



aa 



se'trene xdjf-"^— jydxi=:o, y la siibtátigente 
-- — =z:— X : de suerte que se debe tirar la 

|)'t del lado opuesto al punto G origen de Us 
abscisas j y así se tiraifá pór t y m(. la tangente 
tm\ Para determinar sus asíntót^ts tómemds la 

eqüacion xy=— (i^srx + xx) , y diferenciada, 
despejemos— rV-x^ eri sii resultado iá^ydy^ 
ladx'i'ixdxy y hallaremos—-- x: 



dy -'iiJ^X' 

que se reduce á a^C , suponiendo i iofínita. 



\ 



despejando después y — ^, sale í=SB: fue- 

p fas asíntotas deberán pasar por C y B. 

>úando resulta iafinito el v4lor de Só ,isien- 
do se, finito i es sep*l desque la Ssíntota.^s 
paraWa .á la ordenada jPM .-^y lo será al egp 
de las abscisas y guando SJB es finito y SG 
infinito, . - .":' 

477 Del trianguló . rectángulo rMm(47 3 ) 
si? sáca> haciendo al radio i,rm:rM::i: tang 

rm M=r--—=— ^ y rM:rm::i:tang rMmz^ 

.f^W ¿/y » *"' dx 

=-j^. Será pues y ~ lá éspre^ípa ^ , de; w¡ 



tangente del áhgMlÜ rmM <iué foirüiái \^ cür^- 
tá ó su tangente en cada punto cotí la ordé^ 

'hada , y — la de la tangente f M que forma 

icón el effe de las abscisas : de consigurerite st 
despejamos en la equacion de una curva , des- 

pues de diferenciada , — o ^; tendremos 

respectó dé éllá el valor dié di¿te$ iirgütósá7 

a] contjrgrii^ , parí saber eu qnei punt;o forma 

la curva un ángulO;Conocid¡o con su ordenada, 

-i6t igualará él valor de ía tangeate- de -dicho' 

ángulo con el de j- , sacado de la ecuación 

diferenciada dé-la^ cupa j pi^cí^oniéndo: fin 
el resultado éri lugar 'áp. x ^^ ^^V !t el de :é 
''TQtaú.IL .^- : R -- I. - 

• > / V / y ■ ^ 
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será el punto qué se busca, siaó es imaglni- 
rio ó absurdo^ pues entóiices erí ninguü púa- 
to fórhiara la curva dicho ángulo. 

•478' La equiaciórt y^-^izup^^xn (429 ) 
de las jíárabolasde tcidós géneros diferencia- 
da es (fyi4-»)y«í"*^« I <íy~fl(p'»Jc'^-i c/x:* de cori- 

siguiente, üxzzi^ — — ü. — . — ±¿y que- susti— 



* ' \ 



tuido en-— - 1 da reduciendo j -^-^^xi -r. 

ay ay ^ n 

Del mismo modo sé saca^^- — =— '-^ x de lá 

. dy n 

cquaci6íi general y^x^— ¿¿r'^"^" de las hipérbo^ 
Jas eilt;i:e,-(9'$ asíntotas f que diferenciada , es 
myrnxn- idx-^mxny^-^.dy^^iizoy y en U que dx= 
tnx^y^'^dy , 



•"I » ■ 



. ■ ^ , • ■ • ■ ■ ■ ' * 

' 479 Sí se diferencia lá eqtiacióri yw^Vi= 
¿^^mU-^xY á las elipses de todos géneros^ 

p 

y del .resultadó(w+»)y'»-*^«-^ íy=— (wx^-iir) 

' (tí — xy—nxfn ( a — xy-^dx) \ se saca íx = 
" (wH-»)vw4.«-i dy , 

Pjmxnf-^{a — x)« — nx^ia-xy-^dy) 
drá la subtangente — 



dy 



"" ' ■=:...., .mA»* 



^(wx'»-í(a-kj« — f>x=^'(a —x^-^dy 
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áy, y.poni«ndo^í'«(fl— x)« en lugar de 
j^-^" : quítese^, y divídanse los dos términos 
por x'n-^ia-x)fi^i; ^ se te¿drá finalinWe, 

Av '~~^- T ^ ~—- r-^ — -• • Por 

dy m(a-x)~tfx. am-mic—nx • 

un cálculo serogj^te se «acá tambien¿í^= 

(m-»ifj)jr(fl+jr) , . > . ^ •*' > 

'—■ — rr- — — de la equacibn y»-*^a=~ II» X, 
0m-*-mx-*'nx /*- ■' « . ' 

(¿-+-i)« a las hipérbolas de todos generaos. 
480 En la lQgaj;;i[tniica en la que (43 á) -¿=i 

Aly , y úx-=^"^ ., se tiene^ =A es del 

, _ , y , dy ._ X 

cir,.que su subtarigente es constante e Igual 
siempre al módulo. ; 

4S1 Suporigámos ahora una curva BOC 
(fig. 109) coa otraBMA tal que áJargádrf fé 
perpendicular, PQ hasta M , la relacipo de 
MP al arco BOPsea éspresada por una equa- 
ciori qiíalq'oierá : y que'^e trate de tirar una 
tangente al punto M de lá'curva BMA- Sea 
mp una ordenada ¡hfinitamente próxíifta á 
MP, tírese Mr paralela á OR tangente de la 
-curva. EOC , y supoñgü.BOC=:x, MP=y; 

Rz 



/ 
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será Pp ó JSlr—áx, mr:=dy t y de los trián- 
gulos semejantes Mmr , ITttP se sacará mr: 

Mr : : MP : PT ó dy: dx :: y : PT= -^ que 

será la fórmula de la ^ubtangente que se bus- 
ca , cuyo valor debe tomarse sobre la tangen- 
te RP de la curva BOC. Si esta fuese un cir- 

^ cuío f y la BMA es tal queyzzz-r^x ; será una 

cieloide..(43 8) : y pues que diferenciando, re- 

»ulta dy:=z — ^; sera PT=— 7^:=---=x. 

481 Sí dado un círcitlof AHBO(6g.ioo) 
5íe pidiese tirar una tangente al punto M de 
una cufva CKM cuya relación con ei^ radk> 
CM se esprese con una equacion qualqírie- 
ra; tirado el radio Ciífn iñfinitaniente pfoxiiiíQl 
^ ú CN , descrito et arco Mr infinitamente pe- 
queño con el radio CM , y levantando enCM 
}a perpendicular Cí : supongo AC=CN=:a^ 
CMzrjy i y el arcó AtíBNf=x ; será Ñri=:dx, 
rm — :dy. Los sectores semejantes CNn, CAf r 

4aa CN (a>s CM (y)ñ N« (dx): M^=-^^•y ^ 

de los tíiángtilos semejantes CTM , Mmr , eti 

los que rm: Mr::CM;Ct ó dy:^::y:CTy se ¡ 

saca CT=:— -, que es la espresioiji ¿le la sufe- 

. tangente que se pide. 

Sea la curva CKM la espiral de Ái^qui* 



ax 

raedes en la que yi=z — —(453), y dífereaciaiv 

dadyzi= , a^:=: : substituyo este valor 

^ C 1 =— r^ , y tendré CT^n-r—— , que se 

<íí¿y "^ íi* Jy ^ ^ 

JTeduce ppnieado en lugar de y', á CX=5 



2: zua/ arca, D,SM ; paes CN; (a): CM (y);; 

XV 

AHBN (x) : DSMz=:— : ^uego.si trazando u» 



xy 

círculo con el, radjo CNl — ^y^ se toma CT igual 
al arco DSM, s^ tendea el punto T ¿tesde $1 
qual se ha de tirar la tangente TM. 

483 B;n la espiral hiperbólica. ,. cuya 
cquacion xy.rzi^ab (43 <¡)y diferenciada es xdy-^ 
j[<ívrr:o , ydxzz:. — xdy j se tiene CTizz-r- 

^=-í^ =- 6=- AG : pues AG 
(ij) s AN (jr)::CM(jr):&3z:í^ . Será ^ues , k 

I 

Stubtangente de la espiral hiperbólica, cantí-*. 
dad constante cqmo en la logarítmica. ' 

Jj^el método, de los Máximos y MínimoSr 

484 Para percibir la economía de este- 
método que SQ« dirige i encontrcir las mayores^ 
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Ó menores cantidades que crecen ó menguan 
según cierta ley, ó que tienen en mayor gra-^ 
do que .todas sus semejantes alguna propie- 
dad determinada; concibamos que la ordena* 
da PM (fig- 174) de una curva SMBi crece 
hasta llegar á ser la mayor BC ; crecerá la 
subtangente en la fig- i»* basta que en el 
punto H resulte infinita, por ser paralela U 
tangente BR al ege de las abscisas Sj, y men-' 
guará en la fig. 2? hesta desvanecerse , por 
confundirse la tangente con la ordenada CB. 
Si dicha ordenada continúa hasta s , será la 
subtangente negativa, que va aumentando en 
la fig. 2? y menguando en la ifXas mis- 
mas observaciones tienen lugar respecto del 
cge Aa , y la ordenada ^M" que va menguan- 
do hasta llegar á ser la menor Be ; luego i9 
una cantidad que pasa de positiva á negaría- 
va , o pasa por el infinito si crece , o por cero 
si mengua, ' ' 

485 2? En el punto B (fig, i?) se des-7 
vanece el ángulo que la tangente forma con 
el egede las abscisas Sj, y en la fig. 2,» el que 
forma con el de las ordenadas :-es decir, que 

en estos puntos es cero y— Z- ( 477 ) : y 

. ./ dy -^^ dx 

coma dichos puntos son lo$ de las mayores 
y menores ordenadas , tendremos que en ellos 
es cero la difereíKÍal dac o dy de la variable. 
Cómo la espresion de qualquiera cantidad 
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yariabíe se pueda coasiderar comO" el valor 
áe la ordenada de uqa curva ; podremos iu— 
fcr^r generaloi^ate, que para averiguar los> 
puntos del máximo y rnínimo de qualquiera 
cantidad 9 se ba de diferenciar su e^presion^ 
y suponiendo Ha diferencial igual á cero; re 
sultará el ■ valor ó valores^ que sustituidos en 
la primera espresk>n , darán los puntos del 
máximo ó mínimo: adyirtiendo qué un valor 
negativo supone una condición contraria á la 
de la cuestión propuesta , y los imaginarios 
prueban que'^no hay el máximo ni el míni- 
mo que se busca. Por este mismo método de-* 
bén determinarse los puntos en que la lan-^ 
gente es paralela á los; eges , y los límites de 
las abscisa!; y ordenadas de una curva : pues 
unos y Qtrots no son otra, cosa que los del má-. ' 
xíino y míniípo en este género. 

48.6 De lo dicho.podemos colegir* que si 
de resultas de unk operación saliese ^,po^ ^^* 
lor de x^ y se quidiese sabeif si a es unmáxí- 
moóiníaimp; sustituiremos sucesivamente en 
la expresión propuesta en lugar, de x, a-^-q^ 
a, a^-^g {q es una cantidad qualquiera) : y si 
*Ia sustitución de las cantidades estremas dies^ 
resultados menores que la de la media , será 
a un máximo; si, los diese mayores , será un 
mínimo: y sí siendo el un resultado real, fue^. 
se el otro., un imaginario 9 seda al mismo, tiem^^ 
po ün máximo y un mínimo. 



v> 
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487 Egemplo 1 9 HaUar la mayor oráe^^ 
nada y abscisa d$ la elipse. Si en su equacion 
ñayy^^iábbx-^hxx^í^t diferenciada ts2aaydy=¿ 
iabbdx -^tbbxdx , stpoútrnos djezzzo^ queda- 
rá laaydyznx)^ ó jrmo: póngase este vaior en 

la equacion yy^^- (lax-xx; , y tendremos 

o^iiabbx-^bbxx j y x^ia: luego /a mayor 
abscisa en Iq elipse- ^ contándolas desde el vér^ 
tice , es el ege mayor. Si en la equacion dife- 
renciada hacemos dy:zzo - , tendremos orr 
iabbdx-p^ibbxdx , do>nde xzzza : cuyo valora 
sustituido en la equacion a la curva, la redu- 
ce » aayy=ziaabb — aabb , que da y:=::=±dbz 
será píies^ el semiege menor la mayor ordena^ 
da d^ la elipse. 

' 458/ 29 Desde un punto K (ñg. 175.) da- 
do en el ege de una curva qualquiera , tirar 
h ella la recta mas corta que sea posible. Sea 
SPzzzjT, PMzzrjr, SSsa^y y MR=u que consi- 
deraré como ordenada de una curva: será .en 
el triángulo rectángulo MPR , ( MR )« = 
(MP)^:4.(PR)« ó uu^tt — itx^k'xx^yy: dife- 
rencio, y suponiendo dtizrro en el resultado 
2 uduTzz-^ 1 tdx-"-^ 2 xdx ^ 2ydy , tendré ozz: 
-~2fJ;f-*-2jrJx-^2jyáy, donde poniendo el va- 
lor áeydy sacado de la equacion á la curva, 
tnt resuttará el de -r:qué se pide. Si fuese 
por egemplo, la parábola en la que yy^pXy 
^ydyz=zpdx^ ydyz=^^dx; sustituido este valor 
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CU la jequacion sac^ , resnka^ ozzz^-^^itdK-^ 
ixdi^pdx j y ^p^t '■^x: luego siendo ^p el 
yalor de la subnormal en la parábola (368-); 
será f -x::;irPR la subnormal y la menor que 
sé pued« tirar desde M á la curv^, será la 
^or:mal MR. 

.489 "^ 3? Para dividir un número rjüfil- 
quiera, sten dos partes tales que su produtto 
sea mayor que el df otras dos qualesquierci 
deh mismo número i suponiendo x por una de 
las partes, será a-x la otra , y ax -xx el pro- 
ducto: sí su diferencial adx — ixdx se supo- 
nc Igual a. cero ; será náx— 2xdxrz:o, adx=^ 
axáx, y xirrla: luego el producto de; las dos 
mitades de a será el máximo. 

490 4? Averiguar qti^é triángulo de um 
fterím^ro 2p , tendrá mayor superficie de los" 
que se pueden trazar sobre la haseA)S:=:za 
(fig. 175). Si llamamos y'M superficie, a' uno 
de los lados ÁC que buscamos ; será el orto 
2p-a — X :, y tendremos ($ 3 4) y:=V (p(p •— íi) 
(p — x)(a-i-x — p))^ ó cuadrando y valiendo- ' 
ños de los logáritn^os , 2lj^=l/>-4^1(p — n) -^-H-í 
l(p— x)-4-I(a«+»x— />). La diferencial de está 

.' - 2dy dx dx 

cantidad es — ^= — : — ^—r—^ 9 que se re- 

y p-x - or^ x-p y ^ \ 

duce suponiendo dy^iro^ ip — xrra+x — p^ 
o ip-azzzíx: luego el duplo. 2x del lado AC 
jjguala á todo el perímetro menos la base AB: 
esto, es, seráa. iguales los dos lados AC^CB^ 
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.y el triángulo que se busca , es el isósceles- Y-, 
como por igual razón debe ser isósceles el 
construido sobre AC que tenga mayor super- 
ficie ; podremos asegurar que el triángulo equi- 
látero es el que incluye mayor isuperfich e^itre 
los de un mismo perímetro. 

591 ^9 Para emontr^ir el paralelepípe^ 
do d^ V^pyor cabida entre los Je una misma 
superficií^ ce., y altura xí; supondremos x, y^ 
los dos lados del rectángulo de su base : y- 
pa^s que de los seis rectángulos que formsn 
su superficie, los dos tienen ^ por altura y 
X por base , otros dos la misqíia altura a con (a 
base y j y los dos últirposjy por base y x por 
altura j será toda la superficie del paralelepí-» 
pedp 2ax-i-2ajy^2xy=cc, La spUdez axy que 
ha de ser un máximo , tendrá igual á cerosa 
diferengial , ó axdy—^—aydxizzzo , y </x= — 

— - . Este valor sustituido en la equacion 

anterior diferenciada ozz:::2adx'h-%ady^%xdy'\'^ 
2ydx , 1^ reduce á x:==y , lo que muestra que 
la base debe ser un cuadrado : y si en cczzz 
2ax^2ay^2xy pqiKmosx en lugar de y^ sa- 
caremos xrz:— ai V (aa^^tT) , cuyo valor 
positivo es el lado del paralelepípedo : el ne-? 
gativo no pertenece á esta* cuestión. 

Reducido ya el sólido á ^xx, averigua- 
remos su altura en el caso de haber de tener 
la mayor solidez , igualando á-cero su dife- 
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rencial,así; 2axdx + xxáa=o , y sustituyendo 
da:=^ — - — que d^ ella se saca , en la.equa-» 

cion i^xa+ 2 xx^^rcc después de diferencjada,.6 
en /^adx'^/\xda ^¿[xdx:=.o\ pues resulta xn:¿i 
de consiguiente el paralelepípedo que husca^ 
rños , ^debe ser un cubo cuyo lado es la raiz 
cuadrada de la sesta parte de la superficie. Cofí 
efecto, si se pone x en lugar de ^ en la equa- , 

' cíqo 4^x-^2xx=cí:^ resulta x=V-— ce. 

402 6? Hallar las dimensiones de . una , 
medida cilindrica , tal que con la menor su- 
pérfida interior posible quepa en ella cierta 
cantidad de agua^ ^^^S^ ^(^^ Si llamamos Xt 
el diámetro AB (fig. 176) de su base , y su al- 
tura AD, s su cabida , y i:c la razón del diá- 
riietrp ala circunferencia; será ex la periferia 
de la base, cxxj la superficie interior lateral, / 
y cxX;^xiiz|cxx la de la base :x de consiguien- 
te la solidez ó 1 iliiil 1 m 1 ji'im hjíh De 

, aquí ^e saca la superficie interior cKy^—^ : 

\. ' ] \ '- \ ' ' . X' '' 

luego si se le junta la de la base |cxx, será la 

total-- — »--- — : de cuya diferencial ¡Écualada 

/^dx cxdx 

a cero -^ :=, o ^ $t saca xrz: 

XX ' 1 - 

V m2 V — . En ella se encuentra también 

€ C • - '" 



J 
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cx^zzzSsj y si se parte esta equacíon por...... 

Jcyxx —s. , ó cyxx rr:45 que sacaii\as antes, 

resultará— =1:2 , y xzziiy : luego la medida 

y ^ . ^ 

s^rá como se pide , si fuese ei diárnsfro de j^ 
ifds^se duplo de su altura. 

493 7.0 Dstertniufir el conft de mayor, 
soUd^z y entre los que tienen una m^isn^a su- 
perficie conocida s. Sea 1^ el radio AC (fig. 
1 77), j^ el lado ABf y i:c la ra:&ondel diá- 
metro á la circunferencia : será la de la base 
2CX y su área cxx , y la superficie convexa del 
cono, cxy (221). St^rá pues , la superficie total 

cxT*cxy=is ^yzzz — r — % , y lá altura CBz3: 

tipUquese este valor por |cxx tercio de 

U, ^rea de la base , y el producto ^ 

3 

V( -"— — -^— V^^^ í^ espresíon de la soli- 

\ccxx c / 

dez del cono (239.) Siendo esta un tnáximo^ 
!o será también su cuadrado | jjxx — ^isx^z . 
luego su diferencial |jjxdx — | x^csdx.=zo, y 

^cxx:=zs yxz=zv . Si én la equacionjr^i 

s 
-; X ponemos 4cxx valor de j; resultará 



y^n^x.ty el cono cuyo lado sea triplo del se^ 
midiá metro de la base , será. el quf se pide^ 



< 
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Ée las evoíúths , y radios oscülador^s de 
• ' -• . .las curvas^ 

^94 §í un hilo aplicado á la cuirva BECG 
(6g. 78) y á su t«igente SBieáB $i }a hu- 
biese j se desenvuelve teniendo su estrerno 
fijo* en G^ y llevándole siempre tirante; trazar- 
rá t^l otrjQrestremo S una curva SHMdelaqu^ 
se llatna emlútahi curva BBCG, y las rec* 
tas SB i HE , MC radios de la evolút/i. D^ 
consiguiente i? cada radio CM eí igwal ^ la 
parcioQ'' GEB ^el arco evoluto, y á la parte 
constante SB ^ tangentes! la hay ^.y se dlr 
ferenciat^i'del inmediato EH eti' la por- 
cíoit . de curva BC infínitainence pequeña, 
a? Cada radio se puede considerar cóñio la 
prolongación de uno de los infinitos lado$ 
que componen la curva (473) i y por lo mis- 
mo será, tangente su?yá. ' ; . 

495 3? té^ curva SHM puieie conoide- 
tarse . formada de pei^eños arcos circulares 
SH, HM, &c. desceitos , con diferent'es^ xa- 
^íos EN'/ CM 8dg. perpendicularjts ^*dichos 
arcos !ique se 'llaman roc/íoi del cir^íula qjcs^- 
UuJor: ó de. la evotúta : y la BEGG será «1 
lu^r geométrico de: todos» 4os centros . de- lo^s 
ciroulo9' que 4^e&apj la SHM« . 

496 4?Püesíq'ae los radios soft tangen- 
ten de.Ja evoluta. éjíguales ¿^..eála.^ Ht ^^tkx 
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siempre determinar los puntos de una curva 
tirando á los de su evoluta tangentes iguales 
á ella; y haciendo pasar una linea pbr ios 
cstrembs de dithaá tangentes : y asi quaiquier 
curva puede concebirse engendrada ^pox el 
desenvolvimiento d^ otra que será su evo- 

497 59 Los radios de la evoluta se llaman 
también radios de curvatura : porque por 
^llos se averigua la- que tiene una corva ea 
Cualquier i)unto ; pues es la tnisnia que lá 
del círculo correspbndi^ate cuyo radio se co- 
noce. Y como Id» circuios son tanto menos 
ícurvos quanto ^mayores son sus radios; será 
tanto mayor la curvatui-a ók la ¡evoluta \ quaa-^ 
to meoQr sea el radio : dé consiguiente^ la 
curvatura máxima se encontrará buscando et 
iadio mínimo. > 

498 -6? íinai^neme;. siempre que los 
radios oculadores puedítü ser esptesados por 
equacibnés finitas : las évblutas qüepasabpor 
¿1 esrremó de estos radic^ ¡ podrán ser repre- 
sentadas por líneas éectas« - c - 

' 499 Cóqücida la natiiralézá dp'éinacar^^ 
vaf veamósi i 9 cómo se determina^ el valor 
del radio dé la evoluta párá cada uno dé sus 
püátos : y 29 cómo se encuentra la equacioa 
^de su evoluta. Para averiguar i9 el valor del 
radio CMzirR en la curva SHiAí, suponien- 
¿Q SUS ordenadas perpendiculares al ege SD; 
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tírensele las dos PM,'/)Winfinitamerite ppo- 
xífpas j por C. y M l^a CA y Mr paralelas 
al mismp ege , y los dos radios CM , Cm in- 
fínitátpente próximos y . perpendiculares al 
arco infinitamente pequeño Mm , que por lo 
mismo cóncurrlráíi "eri uri puntó C. Sea 
MA=í4, Pyi=yi sera AQ— P/)=2Mr=: 
dii 5 mr±±dyz=zdü y y MmzziV (lÍAr*,-H^dy*) 
que llamatémos ds : y e^ti jos ^ triañgulos^^e*- 
mejánte» Mmr , MAC ) tendremos Mr (rfx): 

Mm(ííí)::MA(o) :MC= ~ 



-^ Y pues qiie qúarídó AM aumenta de rm 
pasando ¿ J^r Qm ^ la ClVl que es t entonces 
Cin , no varía; $erá su diferencial cei-o^lüegó 

muUiplicándcí por dx^ y poniendo ^dy en Ju- 
gar de :átt; údxdds^dxdy4s — udíddxtBSon át 

11' dsdydx ' ^ , 

donde se. saca uzzz — í, ,/ / \. "-r. Sera pues, 

dsddx-dxdds ^ ' 

R-Jí£Í=¿^_^:£í!_- - ^ondé poftiendb pdr 

d3( . dsddx-dxdds . . . • '^ 

.7.Í "j a J « ' 'jj' dxddx'dyddy > 
a;', dx^-^dy^ j y poc íifJj, _£ — ::} re- 

«ulta después de multiplicar por (áx^^áy^)^ 
numerador- y denominador y rpduqir-^ Rcfr: 

Tt; — ~r-T7-=^ j 7 , ' ' ^ \ — TT^ resprcsion jlol 
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-radio de curvatura ^ qué suponiendo ds córiá^ 

fáiirej ¿e reducía Rzi:—^': suponiendo ¿j^ 
constante es \z=z — ^--í «^ firialtiierite i ¿upo- 

dyddx 
iiiendo cómo se acostutiiBra , ^at constante y esi 

• --dxddy — dx&dy ■ 

.■ ' t I ' < ■ ' — ^ — "r— -^^ ^' ' :. ' '. 

- ídxd(^ 

5 06 Si iá9 ordenadas no son perpendicu- 
iares sind que $aleü de un punto P (íig. 207)^ 
tiradas las PM , />r7Í iafínitánleitte proíímásí, 
«lasjpeTpendíeuláí^esGA^ Cái y descrito des- 
de P el arco Mr i jlamíndo.PM , y ; MA,z; 
Mr , dx ; será mfnzzdy , Mm=:ííx*H. Sy *, . y 
en los triángulos séméjkntdS M.-^C,* mMf 
tentó Mr (dx) f nir (dy) ?: AM (a) : AC=: 

-^^=:Cá , por sfer infimtametíte pequeña la 

difecendáAode <ÍA yCd. También «o'= 

— ^ en ios* triángulos semejantes PMr , Cao^ 

én los que JPiyi : Ca::í/ír:aoi y como la dife- 
rencial de Me ó <Í2=í:wi«~ MA=:mc— ^o 

zcdy^-rao j será dT^iSy 



Esto sui^úestó , los. triángulos semejatiteí 
ilAC, wMr dap Mr (áx):WÍfyi(y (d**^ h^)) - 
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MA(z):MC=:- ^^ : cuya dife- 

rencial, tooiando á Jx por con^taate , iguala- 
da á cero cdmó eii el caso anterior, da ¿ ó 

poniendo por dzj — ^-—2-. Despéjese z j y re- 
sultará ¿ ó MAnz.^4?^ • y <Íe consí^ 
guíeme CM=v y^"^'^')!,,- fórmdU del 

radio de Ú evo'lüta quando las ordenadas sá-* 
le^ de un misnio punto P : la qual se reduce 
i la antcHbr (49'9) suf)briieildó J^rnx , ert 
^uyb casó no queda eii el denominador inas 
término que — dxddy. 

f ©r 2^ La equacion dé lá evoíutá séeri- 
fcücQtra tiráiidtí (fig; 208) perpendicular at 
¿ge lá CD qué llámárembs z, y á la BD, tí: 

será CD óz=AfeAM— MP=:-^t^ 

SB. De los triáiigulo$<íeiiiejantes'* MPN^ 
kAC^sé saca MKPíí::MA:AG 'S y : .^iii 

dx 

^ *-- ^^— : AC ^lj , , — ^-^:y conu) el valoí 

-ddy -dxddy ^ -^ . 

dé SB se. .eficueAlea>^upoa;^ndo.z=;o.. tn \á 
Tomo Ih S . 
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^V(cíx^-+d}/*)=:n, la que corresponde á lá 

(Ix 

equacion yy =pxzt:^ > y se busca después 

sü valor en el vértice en dond^ tz±zó ; se en- 
contrará fl=iP •* de consiguiente será eñ- 

tónces Rm ^ =^Íp\ J ^l radio de -curva^ 

iura de Uts seccienes cénicas m el vértice será 
ta mitad del parámetro. 

504 IBusquemos ya la equacion de la 
evoluta de una de estas curvas , por egem- 
plo de la parábola, cuya equacion diferca-- 

ciada dy z=zl~, Ldy^=^^ , y ddy^m 

C:P^6-ddy=íl^L. Sustituido este 
'4xV>x 4xypx 

valor en M.\dz~p!^ , ( 5<^0 suponiendo 
ÚK constante , y el de TA^=\/px ; será CD 

ó z=MA— MP=Í!^^ , y BD ó tí=SP * 

AC — SBrrrjr, poniendo por AC su rálót 
fp+2x(366 y 368)) ypór SB, ip($oi}: luego 

^ ' 4xVpx 

x=:|ay. Y; Ja equacion azi:: — : — «c mudará 

en azt2--rttV -^-fy de donde sé sácau^^-^tpz^ 
equacion á U segunda parábola cúbica) que 
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resulta de suponer eri yw^«=rp^^jc« ,m=:{, 
nz=z2 (429), la qual sit^ evoluta, déla pr- 

diñarla, y su parámetro c$-^del de lapará-- 

bola dada. . 

• • • • * \ • 

Puntos de Inñexton. 

50 j Todo punto M (fig. 179) ea el que 
una curva de cóncava se muda en convexa, 
se llama ^ punto de inflexión. Ka ellos la TM 
alargada será tangente á un tiempo á los dos 
ramos SM, jm; y por lo mismo tendrá la cur- 
va dos elementos Mo , om en línea recta. Los 
radios que á ellos se tiren perpendicular-esj^ se- 
rán paralelos , y no se encontrarán sino a una 
distancia infinita. Sin embargo ,. habrá curvas ^ 
en donde sea tan repentina la inflexión, que 
dichos elementos se vengan á confundir en 
vno lo niismo nue los radios, en términos que 
juntándose en su mismo origen , se r^duycan 
á cero. 

506 Luego en tos puntos de inflexión 
debe ser cero ó infinito el radio, de curvatura, 

{dx^^dy^ j. ... 

?«to es, -■ — -. --=rQÓ=;«> í y dividien-^ 

X , , \ ^^^ J 

4o ambo^ térmlíio^ por dx^.-^ : — v:^ a 

o;2-Qp , P;^ra í^sto debe ser cerc^ ó infiííiiro ei 
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• 1 

denominador — -7— : (440) de consiguiente 



para de^^erminar los puntos de inflexión de 
una curva se ha de diferenciar dos veces su 
cquacion , tomando á dx por constante , y 

sacando en cantidades finitas el valor' áo^—^^ 

se igualará á cerp ó 'al injSnito , y de la equa- 
cion que resulta, junto con la de la curva se 
int^riran las valores de jí , y correspondientes 
al punto ó puntos de la. inflexión, 

507 Quando las ordenadas salen de uñ 

mismo punto , U fórmuU T"^; — ^"T*; — , , - 

o y f — 7^-— ) ^ 

\ ^^^ / es cero ó 00; lueeo 

\. . ^ ^=0 o 00 Si se 

suporte jy zrroo , son paralelas las ordenadas 
y la fórmula se reduce á — ^ zrro ó:iz:oo . 

508 Si s^ hubiese de bailar, el punto de 
inflexión de. la curva SFK (fig. i8o) cuyo 
diámetro es Sj, y cuya' equacion es axx~ 

xxy - aay, a yr= — , siendo SE, X: v 

EF , ;p : diferencio la equacion , y tendré d^=: 

fia * Xí^X ' . . ' X 1 r 

Sx~**«)a" '• '^"^"* ^^^* ^ diferenciar ^ tomw 
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do á dx por cpnstante, será ddy^.......„ 

-.1- -v '■ ; u -^ .■.-•.- ,. que se re- 

duce partiendo nuni^erador y denominador 
por x^ -♦- aa , haciendo las operaciones indica- 
das y dividiendo después por áx* , a..., 

ddy ^^la^xx^ia^-^d^^cx- 6fl«jx^2a^^ 

Igualo a cero esta cantidad 9 y me saldrá 
3xx==aaj, y 5C=flyf r luegoj=:|íiy 

509 Sirva de 2? exemplo averiguar el 
üunto de inflexión de la curva cuya equacion 



s 9 



^s y=±a-»-(x-a)T. ó dy=^ (x-ay\ dx ¿ife-» 

renciando : vuelta á diferenciar tomando poc 

I 7 

(jonstante á dx , da^ ddy==:^ Tíi^r-^T^^^^r 

y-^=: . ■ -> .■> ' — --?: 5 valor que igualado, ^ 

cera produce ,6—9 , que nada^ significa.. 
Se igualará pues , al infinito., y será su deno-. 
minador c^ro, lo -mismo, que qualquiera de^ 

sus pptenpias : luego, 25y (x— -a)^s=:p, dc^ 
donde se saca x=a* 

Por este mismo, método se averiguan, Iq5. 
puntos de. retroceso de las curvas ^ exáminaA-'- 
do. en la vencidad de dichos puntos el caix^lc^^ 
no. que sigue la curvan, en c|lps.^ 
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CÁLCULO INTEGRAL, 

510 Este cálculo , inverso del Hiferen-^, 
f ¡al pprque busc^ las cantidades por iriedÍQ 
de sus elementos; manifiesta con la letr^ $ 
la integración de dichas •cantidades, que vie- 
n^ á ser la suma de sus elementos : de suerte 
que Sdx , Smzciz , tnuestran las integraiei de 
¿X, y de mzdz. Las caat¡d¿|des que no pro- 
vieoiende unai diferenciación e]|ácta , no pue* 
^,en ser integrabas : las diferenciales de senos, 
arcos de círculo j^ y demás trascendentes se 
integran por aproxiqjacipn. Llamacémos fun-r 
cion de una cantidad variable qualquiera es- 
presion en donde dicha cantid¿^d se encuentre 
como quiera que sea. 

De las diferenciales con una sola variable 
. capaces de integración exacta. 

511 Fues que ax^dx es la diferencial de. 

ax^'^ I 

^— (463) , será esta la integral deax'^dx, 

9 Sax^dx^ : luego qualquier monomio 

se integra, auntenpandJO de i el esponente m de. 
la variable , y dividi^hdq el resultado por el 
esponente aumentado, y por la diferer}cial. De- 
^uerte que la integral de ázdz , ó Sazdz es 
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» 

— = = : la de iix'ox o Siax^áxes 

— ^±x^: Y en general 5> • =.... 

o» »*_ ^ Efectivamente, si ?e di- 

ferencian^^ , 4x' y-^ i resulta azd^;^ 
iijr'ajr y — 



b 
512 Siendo dj^:=x'^dx , sera Srf^fzz: 

Co+i)dx ^ ^. (o + ^)^^ l-f.,1 . 

Vxrr: Saáxxx^=S fljr*áAr= -rf — c-^— -= 

=— ==— Vx*. Del mismo modo se aplica 

4 4 
la regla gen^^a^ á otros qualesqui^r^ mono- 

njíós , tengan ó po radicales. Pc.rp falla quan- 

áo el ^sppnente.de la variable es^— i - pues 

integrando x-iJx , resulta 7— — TT"— " r; 

* ^ ^ ' . (-I + l)flX o 

Cantidad infinita: pefo cpmo dx=— sabemos 

(470) que es la diferencial del logaritmo hi- 
perbólico de X , será su integral Ix, ó Sxr'^dx 

—lx:^S~=zSr'X-^dx=^-lxsil—i pues ^i— es 
rr — : y se debprán integrar por los ípgant- . 
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mos todos los casos que ocurran de esta natu- 
raleza. 

Modo de integrar por la regla general l^s 
cantidades complexas de una sola 

variable. 

* • ■ • •■ . » . 

5 1 3 QjLiando estas cantidades no están ef\ 
el denominador ni ¡ncUiy^n potencias de can- 
tidades complexas , se integran ej^áctament^ 

integrando cada término por sí : Scx'rfr—*— ; 
bdx 34 bdx cx^ ¿x . 



a x* 



3 9 

CX^ IX'^ , h rrn , . 

-: — — o --. También admiten íntc-i 

gracion exacta aun quando incluyen poten- 
cias complexas , como no estóii en el denomi-^ 
n^dpr , y su espon^nte sea un número entero. 
y positivo ; pues subidas á las potencias , se 
integra después cada término por sí: por egem- 
plo.,' ^dx (a-H--(rx'*)^ que equivale á S(aaJx4- 
2ac^^4x-f-ccx*Jx) V es a^x-Hr* • 

' íííCX 5 CCJX 9 

se. hficea, las operaciones ¡ndicada$ jyseintQ-s. 
gran después los términos que restiltcn^ 

514. Podrá no obstante ser, integradapor 
la regla, general qualqui^ra cantidad 'comple- 
xa eley^da á una potencia uega,tiva ó fraccio-. 
naria , si está multiplicada por la diferencial 
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^t ú cantidad que se ha de elevar , prescin- 
diendo de las constantes que la multiplican ó 
la pacten. Así si^cede a /fdx (a*— <-- bx) ^ , en 
donde ^dx es la diferencial de a-» &;r multi- 

pilcada por-r* y po*" eso considerando áa-i- 
6x coniQ una sola variable , ^erá Skdx ( a-H— 

aadx:*-2axdx 

bien es integrable -—7/ <=(aadx- 

X , ^ ■•' v(ax-^xx) '^ 

2axdx)(a]^4-xx)-|, por ser aadx-h^ 2axdx 
la diferencial de ax— h-xx multiplicada por a; 

y así S (aadx— 4— 2ííxdx) (flx-4-xx)'*^z:.„ 

V. ■ . j • • > ' 

(aadx'iaxdx) (ax+xx)« i 

--—; — =zia{ax^xx)*. , 

"^ í{adx^2xd^) • • ^ ^ ' 

^15 Luego, generalmente , qualquíera 
diferencial binomia de esta fornia ^x^^dx (a-n 
hx^)p podrá ser integrada exáctamepte i.o 
quando el numero p es entero y .positivo, 
sean m y ;i los que quieran. 2? Quando el es- 
ponente de la variable x que está fuera del 
paréntesis, es menor en i que el esponentede. 
la otra x: es decir, que sé podrá integrar U 
cantidad ^x^'-^ ax(a-"+— fejc^ )p , sean n y />,. los 
números que se quieran j pues en tal caso será 

/fx'í-'dx diferencial de a— *— &x« multiplicada 

k " 

por -7: luego &c. (5 14). 
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516 3? Quandp dividiendo el csponen- 
te m de la primera x aumentado de i , por el 
csponente » de la segunda, resulta un núine- 
ío entero y positivo d^ cpci(;nte : como sucede 

á la cantidad íx'íÍA(r(a f fcx')^ , donde ^1 co- 
píente de 3-^ I partido por 2 , es2. Para inte- 
grarla supongo ^-4-6x^5=52 , y será x'nz-?^: 

'b 
y pues quex'rfx que precede al binomio, de- 
jando aparte las constantes, resulta de diie- 
renciar x* cuadrado de x^ ; cuadraré la equa- 

cipn x*zzz— r- j^ y diferenciando el resultado 

' ~ \~^/ "^'~' ^^"^^ ^^^^ ^" 

la cantidad dada en lugar de x^dx, ya+fe»«sus 
valores en z; tendré kL-—\dzxz'^ó 

\ 2bb J 

^zJ^^dz ÑazUz 

—rr^ • <^«ya integral es 

/4, ,T^ir"~7l — XZTu • o par ser _ 




T+í - ^+1 . 4. 



Z 

-f-2/ 



multiplicador común , f _ 

2bb \|: 

í— y = Trr*^^* ~ i ^ ^ • sustiti^yo ^ lu- 



\ 
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giar dé «)sü valor ; y saldrá por últiníio,^ 



/ 



?+i 



%hb 



((¿H-fex')!"^^ X 



^(a-4-6;rx) - \ a)) , que es íá integral l^e sé 

busca. 

5^7 . S¡ el binomio no tuylese la dicha 
condición , podrá las nuas veces reducirse á 
otro igual que la tenga , dividiendo sus deis 
términos por la potencia de xque encierra, y - 
multiplicando la cantidad de afuera para com- 
pensar esta división , por dicha potencia de % 
elevada al gtádo que indica el esponente to- 
tal dd binomio. Por egemplo \ para integrar 

s 
' aadít \"" "5 * 

z=:aax^dx(aa-h%x) ^ donde o-m 

nó es divisible poí 2 , partiré por x^ erbincH' 

tnio , y multiplicaré por (x*)" t^^x* la can-*- 

tidad de afuera,. y tendré a^x-*ax{aax-*+i)"% 

rspresion íntegtable por dividir, exactamente 
— ji á —^ 5 -H I =— 2 • .Supongo pues , aax^'^ -t^ 

11-:;^ ♦ Y será x-'?=s— *-^ • y como x-'dx es la 

diferencial de x-a gin' las constantes , difcren 

ciaré x'^zzz , y saldrá ^.-^2x~rQX=B < 



y 3^ 



-Mx: 



0» 



ÍI0 



^ 



aaa 



■* : 1 llega/ sustituyendo $ *erá 



3 -aaxdz -| 



•^ * 



» \ 



2aa 
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— , cuya integral es - =» . 

Pongo por z su valor , y tendré SaaxÜi 

■V^¿v^7)' Q"*°^o*«y?n I<ísdos térmí- 

""í* ?^' %^ potencias de x , se practica tó 
inismo dividiendo por una de eUas. Las cati- 
tidades trinomias ; quaarinómtós &c. á escep- 
cíon de algún otro casó festraordiiiario , sotó 
en los esplicados (jij jy úg.) sidmiteá inte^ 
graciou exacta. 

- nfi í ^ 1 í "^''* *^^'°* ^^^«o* mencionados eii 
qd8 las dlfetehclales binomlas admiteii inte- 
gracion fexácrá j se acude á las series bará 
conseguirla a lo Inérios próxima. S¡ sé redu- 
t% iJor égempló j el bíriomió de la cantidad 

\^^<''l~-'^.)-'- :i \i serie fconvérgeúté 

- -'\ ^ j ■ ?^* .. .. *s • , 

u^ , «4 ' «« ' ^-*- &c. (445)i ¿¿rá ¿odi 

é integrando cada término por sí • %iáaji 

> \« $«• ««* ¡í*7 + 
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\ 

Infestación de las diferenciales con dos ó híás 

variables* 

^19 Pues que d(xy) es 'ydx-^xdy ( 462 ); 
licita S(ydx'*'Xdy)zizxy, En Siydx^xdy-i-bdz), 
sacada la integral xy .de ydx-hxdy , y restada 
su difereiiciál dé ydx-i-xdy-^bdz , saldrá de re- 
siduo bdz ^ cuya integral bz añadida á xy^ 
dará Jry-f-fezizzSfydx-^-^jtííy-*- &d2).Del niismo 
tnodóse integra la cantidad /ydx-n—xdy-i- fedyi 
terilatido lá iritégrál de los dos térniirtoSxíiy+ 
hdy que es xy-+— 6y ; pues d{xj-^^-^bf)z=z ydx 
--^r-xdy^-^—bdy. Luego fiará integrar una di- 
ferencial ton aduchas variables , qu^ndo es 
|)dsiblé i se deben integrát tos términos afecta- 
dos de úná misma vátíábUi mirando las otrajf 
}tonio constantes : se diferencia después el re- 
istiltado contando con todas las variables qué 
€ncief'r)í ^ y se résia^ lo que salga , de la can^ 
iiáád pfóptíeslá. Si nada queda ^ se tendrá 
lá iñiégrál que sé busca: y si queda j se fo- 
fHará sú integral j qúi'Sé añadirá á lá ánte-^ 
fíór i túntinuandú úsi hasta tenerla com^ 
pletá. . ; 

]pn Virtud de está regla se hallará íjüé 

S(ny»wifw-idx-*- mx^y^^^dy)=:x^y^:S- — r^— ^== 
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520 Para conocer s'f una diferencial dé 
muchas Variables es ó no integrable ; sea X 
la integral de lá difei-éncial Vdx^-^h-Qdy de 
dos variables , en la que P y Q soii f unció- 

X 

nes dé X 9 y : representemos por d( X ), 

y 

d(K) las diferenciales de X baciei^do va- 
riar efl la primera espresion á z^ y en^ la 

segunda á y t y por d(X) la diferencial 

de X hacietldd ptiínerd variar á i ^ y después 

• t y 

ú yr Es clarti que ídx=tí(X) ¿ y Qdy=d(X): 
y íjue haciendo variar la cantidad y qué 
icóntiene P , y lá cantidad x que contiene Qj 

«era ¿(P)dx=cí(X), y d(Q)dy=;zd(X). ¿á 

... y . . . > . 

diferencial dé X que ^e encuentra , Váriandd 
primero x y después y , debe ser igual á U 
diferencial de X qiié resulta variando priine^ 

ro y , y 4^5p'w6¿ * • lu^go d(X)z=z d(x) •' dé 
- • ► y y * *■ 

consiguiente d(P}di=á(Q)d[7, y-^T^^r—^—^ 

f»-v y ••* ^ 

i^e donde sé infiere que si unU difcrtmial 
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Pdx-4~QÍy de dos variables és iraegfahle , ú 
diferencial de P variando á y , dividida pqr 
dy; debe ser igual á la difer^nciaL de Q 
variando á x , dividida por áx. Asi se ve en U 

diferencial ;ydjr--i7-xd[y , eá la que P==3^,Ó:=:x' 

y X - . 

, que dicHa diferencial es integrable. 

521 V Sea ahora T 1^ ñítegral de una 
diferencial Vdx-h-X^dy-^Kdz de tres varia- 
bles : Suponiendo constante á . z , se tieae / 
lizrzío , y de consiguiente dX=:T?dx-4--Qdy^ 

equacion en la que^=;:^.. Si, s^ tdn^i 
ti y por constante , dy^o , d{X)^Vdx^Kdz', 

y"^- — ■^- Haciendd constante á «•, ájc^oj v 



% 



y 

tlXz^Qdy^Rdz ,^^t^tJM. Luego qu¿ 

;do úná diferencial Páxrí-Qdjy--f-Rd^ de tr¿$ 
variables admite iiitégración cMcta , ba dé 



• X 



te«er idénticas las tres equacidnes^ == 
niétodo se eftcuentríia. las que soo necesarias 
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para diferenciales de mayor náqaero de variar 
bles. 

integración de^ las difertricialés Segundas j 

terceras kxci^ 

^2i Por lo que dejamos dicho (465), 
iina diferencia primera es la integral de su se- 
gunda : y esta lo és de su tercera, y así de las 
demás : por lo mismo las diferencias segundas, 
terceras &c. se debfen integrar por las mismas 
reglas que las primeras : dé suerte qué Sddx 
tizdx , Sdxddx:z±\dx^. 

St sé hubiese dé integrar la diferencial se- 
gunda knddx-^^nx^'^dx^^ qué tiene dos varia- 
liles; süjJortieiído dx cónstárife , se reducirá á 
xf^ddx^ cuya integral es x«dx: diferencid est^ 
integral haciendo variar á x y dx;y'serád(x« 
¿x)=:xwrfííx-»-.fíx«-^ííx*, que es jüstanieAite la di- 
ferencial propuesta: luego S(x^ddxmxn-idx)z=: 
xndx, 

5 15 Á muchas de ias mencionadas intégrala 
faltan las constantes que sé despreciaron en su 
diferenciación (46 i)í y para determinarlas hay 
que igualar á cero la variable x de la integral sa- 
cada ; y lo que resulte mudándole los sigfWSy será 
laconstanteiqMSithAo sale cero es señal que no hay 
constantes que añadir á la integral hallada. 

Dejando para después la aplicación de 
esta regla , la demostraremos suponiendo que 
sea Q una integral completa quandó x vale a^ 
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y que sidado P lá integral incompleta que dá 
el cálculo f baya* de completarse con la cons- 
tante ó constantes C que no coúpceoiós. Si 
sustituyendo en P ó en lugar de t , resulta A ; 
será A*- C la integral completa eñ el caso de 
xiiza-j y tendremos QjzzA^-h- C. Pero como 
\ nos es por la común incógilito, le supone- 
mos cero para descubrir el valor de C : pues ; 
siendo entonces ozz:A-4-C, ó Crr: — A; será 
la constante Id que resulte de suponer xz=:o,' 
toniádó con signos contrarios. . 

534 De cótisiguieiite , si la integral es 
cero ^ rio quándd x=o ^ sitió quando tiene ud 
valor determinado a ; será entonces la cons- 
tante la niisnia integral que da el, cálculo^ 
Jioniendó en ella á en lugar de x. Pues qué 

Sx'¿x:= es— ^— ^quando xnza ; será Q— 

3 3 

— ^-*-+--C, y comíí su^oncimos Q:n:o, tendiie- 

ó 

mos o:±2 H-C Ciiz , y la integral 

3 3 

y xí-«' x^-i-l • 

Completa Q=z . Si S — x«axrr— ^- 

es cero quando xzzza ; sera — h- Cmo, 

C:= ^', y lá integral completa Qzz:.. 

-. Filialmente, si 8x^^(0'-*- 



n 4. I 

• Ta 
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ix') =. — ^— fuese cero quando k:zrá; 

5cna 1-^ í_H-C±ro, C=3- b -.J — ',y 

SÍ' 

♦ 

Integración de las diferenciales que llevan 

senos y cosenos , y de las espo^ 

nenciales. 



X 



525 íues que deaiostcamos (467 y sig.) 
^ue d(iefí z)^dz eos Zyd{ coi z )=^- dz sen «; 
será la integral deíízcoj z , sen z, ó iew z-^-C: 
S — dz sen zzzzcos z»+,C. Para integrar dt eos 

jz, seiBScnbira asi., r- : y sera su inte- 

Sin '^z 

gral = — I- C í áz sen 3Z se transforma en 

3 ■ ' '^ 

-3^21^» 3» . cor 33 ^ 

, y es SU integraV-r — f -•- C : en 

general, oaz jefi mz9c=S -^ 






m 



Si fuese. la diferencial (sen z)»Jz cosí que 
Viene á «cr (sen z)nd(sen z)j ^e integrará |)ot 

\x regla general así j ■ - ^^ ^^ "*^ — h-C ^(sen\ 



n^i 
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mz/í dz eos mz:z:zS{ — — -^-r— ) =3 

¡ \ *» / 

^ sen r7¡z^d( s^n wz) (sen wz^-i-i 

« / \*. -1 \r. (eos mz)t^xmdxsenn:z 

pm[cos mzpdz sen mz=Sm 1 

(eos wa;)''"*^^ ^ 

526 La integrat dt las diférenciates ex- 
ponenciales debe ser la misma diferencial di-r 
vAdida por la diferencial de su logaritmo : re-, 
^la opuesta á la que dimos ( 47 1 ) para dife-r 
rencia^las : porque si la diferencia, d^ c* es 
^^dx (473y , será Sc^Jjnzrc^ : asiqjismo. • -. . 
Sx^dzhr-^—x^'-^zdx es x^^ porque siendo. . . . 

dzlx^—^h, diferencial del logaritmo x* , sí 

X *^ 

divido por ella x^dzlx'-\-'X^-^%dxzz:i^dzlx:¥' 

T r j tendré de coqieaf e x^. 

Integración de las cantidades logarítmicas. 

dx 

527 Para . integrar——, haremqs /x==y, y 

, , ' .dx j dx df c '^y 

sera (470)-= dy,—r:=^ : y como S- "^ 



X "^ xlX' y • y 

^s ly ($ t2)i^ si ponemos por y su. valor, ten- 

dx dx 

drémos S— — i=://x. En w(/x)»"-i— , supor 

' X¡X ^ ^ X ' ^ 

niendo /xirry , sacaréraes — '^zdy (/x)*»-J 

A. 



\ 
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•yw-i: luego Sm(/x)»«-i_zi=:Swyw-iáy , seri 

'X * - ^ ' - " 

7»í Ó /(x)»» , poniendo por y , /x. S =.'•, 

í(<i+x) ó /(fl4.x)-i-C : S^-;-^=/(a»-i-x»)-^C 

En general , quando el numerador de un que^ 
hrado es la diferencial del denominador , la 
intezral es el logaritmo del denominador. 

<28 A veces es menester multiplicar ó 
partir losdos términos del quebrado por can- 
tidades constantes para que el numerador que- 
de áiferericial cabaldel denominador : en cu- 
yo caso será su integral el logaritmo del deao* 
minador partido ó multiplicado por las cons- 

tantes. Sirva de egemplo — r-r» a la que por 

ser $x*dx diferencial de a'-+^x',, la daré esta 

forma— x — ^-^ ; y será su integral — /(a*-H 

x')-i-C. También S ^r=S-->c =-i 

' a-x •'- '-I ■ ü-x ■' 

/(a~x)-i-C=/(a~x)-i+C=//'l— \ -4- C. 

^ xdx -,_ 2xdx ,. ■' ^^ 

S -r=SJx— :_ =:}/(aa-f-xx)-+-C 

./(V(4a«x))~i~C:S— -^—S-l-x 



V^ 
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529 Hay oantidades^ue no admiten esta 
preparación , en las que es preciso multipli- 
car por una función de x , tal que el proáuc^ 
to sea la diferencial de dicha función ; pues 
dividiendo después por el fesultado, queda- 
ra reducida la diferencial á lofcarítmica. Si se 

dK, • / 

W^Itiplící^— ----por xH-y(xx-i), el pro- 
V\xx-i; 

,* xdx 

ducto-— • — *— ax es justamente la di- 

V(xx-i) J 

^rencial del multiplicador x-f-V(xx— i): lue-^. 

xdx 

V(xx — i) )+C. También sacaremos lainte- 

a? 
gral áfi-—r^ — -, multiplicando ambos tér- 

V(l— X3f) . . 

mmos por v — - 1 : pues resulta—,- -5 cu- 

^ ' " '" '' . ^:y(xx-i>-' 

ya integral es V — ix/(x+y|(jrx— i))+C en 

yirtud de lo dicho» De consiguiente , la Inte- 

• • dx 

gral de--— —^ es l(xz±iV(xxdtzaii)) , como. 

^ V(xx±aa) ^ ' ' 

se puede verificar diferenciando esta canti^d<i<iv 






^ " -í.- 
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Integrales que se refieren al circulo^ 
530 Sea SM=j (fig. 181) el arco de ui^ 
círculo cuyo diámetro es o; SP , x ; PM, y: 
tírense la, pm infinitamente próxima á PM, y 
la Mr paralela á SG : y será Vp=Mrz=idxy . 
Mmrzraj , PM=V(2fli— XX) ('348): y e^* 
ios triángulos sem^antes CP]NÍ,Mrrw , se ten- 
drá PM:CM::MrrMw, ó y/^(2ax-xx):^::dx: 
j }acíx 

«•í^-t; , elemento 4^1 arco SM : v 

V(2¿JX-X?) * ,A V- ^ ^ . ,. . J; 

5 —-Í. — ^ será el valor de dicho arco. Par» 
v(2ax-xx) ^ . . 

averiguar el valor de esta integraL guando 
x tierte un valor determinado ;. se restará éste 
de SCzn^a , para conocer CP,, y con él y la 
Hipotenusa CMzrrf a, se calculará en el trián- 
gulo rectángulp CPM ¿I ángulo SCM (285):. 
con el qual y el radiq C^l sefá fácil hallar la 
. longitud derarcoSM(i67), <ju^ es el valor 
de la integral propuesíá. 

1, ■ hdx . - 

Para reducir á ella ,, , ^ , íiendo 

; W(gkx-pxt); - 

^9g 9 ^9 P cantidades conocidas ; se dividí-^ 
ran numerador y denoniinadpr por Vp: y cot- 

Vp , h dx. 

mo en — r-r— r- o — ^-x- 



V(^,_ ) .^^ V(^.-.) 



i\ 



INXE(SR.Ar, X()^ 

que jre^uUa, h^ de multiplicar a ¿pie lá mitad 
de — multiplicador de x , para que sea se- 
nrejante á la anterior difereitcial ; multiplica- 
ré y (Jividifé á un mismo tiempo por |r-^ — \ 

■ ^^ 

— dx 
Zph 2p 

y tendré— 7-,— x -7-7 ^— : diferencial 

que representa un arco de círculo cuyo diá- 
metro es ^ y la abscisa x., multiplicado pQt 

-, que se detormmara como la otra. 




I » 



531 Cotitando las abscisas desde C 9 y 

siendo CS , & ; QP , x ; sale — -- poft 

Vxbb—xx) 

elemento ¿A arco SM 9 cqmparando los tri- 

4ngulos semejantes CPM*, Mwr, y teniendo, 

presente que PM,z:= V (¿¿ — xx) : y que pues 

SM mengua al paso que/^P ó ^ crece , de^. 

bcrá ser la diferencial negativa (46 1). 

' "' " ' kdx ' ' 

Reduciremos á ella -rr-i , tramformándpr 

V(m''ptí 

1 , » k ' dx 

1^ coftio antes en--— x-77 r — :.y Qor^o 

: ■ ^íV(f— ) 



^ 
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aquí— sustituye por bb y la cantidad — h 
que ha de acompañar á dx, es — V-— -:dc,. 



P 



$uerteque tendremos r-r-x j — ,. 



-V^. • y(?Í_ 



(?-) 



y suponiendo CSz=:V- — , y CP x ; s^rá U 

X 

integral J(l xSM ó~— rxSMrt"Q 

532 Si se tira la tangente SN , la secante^ 
CN ,' fa pn uifinitamente próxima a CN , y 
^ se traza desd^ C con- el radio CN el arco infi- 
nitamente pequeño Nr que será perpendicular • 
á CN y tn.j los triángulos semejantes CMfm\ 
^ Cf N darán. CN:C]M^^-:íN;MW: de los CSN, 
'' i^ñ también semejantes , se sacaCN:CS::Nw: 
íN: y de ^co^^ígUiente (CN/: CM'xCS::íNx 
N/í:íNx]V^^rnf;;Nfi:MW^ ó llamando CS , ¿j; 
la taagente SN , x ; y j el arco SM^, aa+xx: 

T^' "^ üddx ■ * 

«a::«feii: , espresíon del elemento de 

un arco cu^yo. radio es a , y x siAtangen|fe: lue- 
go si además d<?l radio ^U.e se conoce , se ave- 
rigua el ángulo, SCN, en el triángulo rectári-. 
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gulp SCM ; se podrá determinar la longitud 
del arco para cada valor de x. 

Para reducir á dicha espresion la diferea- 

cial ;■ / ; puesta asi, .";^x--— — , se. 

^ 'gbb+hxx^ ' h gbb ' ' 

gbb 
multiplicarán sus dos términos por——- : y 

-- — dx 

k ft "^ 

pues que resulta ■—— ^ r~ ;será la inte- 

f V - gbb gbb 

h ' 
gral el producto del arco cuya tangente es x^ 



y el radio V~~ multiplicado por 

- h V . gbb 

533 Espliquemos ahora uh modo fácil 
de encontrar la jongitud del arco de i^in án- 
gulo dado , conocido el radío/que como he- 
mos visto , sirve de módulo^ en todas estas in- 
ícgfaóiones. LlamemosR el radió, N el mi- 
mero de grados del ángulo» dado y Z sü lon- 
gitud. Siendo el diámetro á la circunferencia 
Ó el radio á la semicircunferencia como i: 
3,1415926535 &c. será 3,14159 &c. : i ;: 
i8o^: R=57^, 29577951 &c.=57% 17% 
44'';zb:m: luegQ^l a^rcode *57% 17^,44^^ es n 
la longitud del radio, como el numero de gra- 
dos der ángulo N es á la longitud de su ara^ 

esto es , w:R::N:Zzz:-^^ , o haciendo rzzz 



n 



\ 
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¿rzz: ' ^ ,Z— NxRxr. 

ApKcacion de la iuteffracwn por series^ 
á los logaritmos 

534. Para enf:onitrar el logaritmo hipcr- 
bólico del nurpfiro^ : sacg.ré su diferencial 

dx 

(469):y pue^que reducido á serie tstt que- 

, ' ' . dx dx xdx x^dx. 

brado es (445), -— =-- - -— -H — — — ... 
-^ H &c. tendremos integrando , //-^í^— Js-t 

r— * — — I f — r^ &c. que s^ reduce har 

fiendo n— I , á / (i -4-x)=x— Jx*— f-^|x» — 
Jx^— h-^C. «érie que ya encontramos (458). 
quando x es negativa , corresponden á Iqs 
términos pares signos contrarios. 

<a< Si el numero hubiera sido—, 

. n-x 
cuya diferencial es -r—ir =? I — ^—i 1-^ 

' r+T—- •+■ &c. )' se hubiera sacado inte- 

^j;^^ &c. }: que s^ reduce haiciendo n=:i, 



*-• 
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á i(x^-+-|x^-^*-|x^--4— |x^-^-f-&c.) la misma 
que sacamos yá(458). í 

536 Final qie ate > Si dado un logaritmo j?^ 
xe pidiese el numero i+x qwé le corresponde} 

tendremos yzzzi-^k , dyzzz^-—, o dy-^xúy-- 

dx^o. Si hacemos xzz:Ajf^Bjf*-+C^'-*-D)/'*-H 
&c. será dK^=zMy'-\-2liydy'-'^lCy\dy-^ 
^Dj^dj^*--*— &c. y haciendo las correspcNidi-^ 
entes sustituciones saldrá...;... 

dy-^Aydy ^^T^y^dy-^Cj^dy > 
-Ad/- iBydy^^Cy^'d^-^Dy^dy ^ -^ 
de dónde saoaremos (445)A=i, Bizi|A=|; 

Cini:¿z=:-^ i T>—iC=-— &c. y seráeí 

* • 2 ; 3 '^ 2.3.4. 

número que se busca i-+x i±: i+y+|y'"*" 



a.3 



.s ^ 
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/Iplica^ionis del Calcuio .integral. 
Cuadratura de las Curvas. 



537 Si de )o« cstremos M , m (fig.iSi) 
de ujio de los infinito^ lados d^ que podemos 
concebir formada una curva MSQ(i02),ima- 
finamos tiradas perpend^cularmeAte ai egeS^ 
las dos ordenadas MP , ,ni/> infinitaméntepró- 
ximas, llamando MP.^;! ;,SP,xj «efá V$yd^i 



) 
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rm , dy; pm , y-^-Jy , yja superficie del trapeí^ 
cío PMmp(iS2),^{FÁ-i'pm)xP^=:^2y+dy) x 
dxzzzydx -^\ixdy zzz ydx ; despreciando ^dxdy 
(44.2). Luego si poniendo en ydx el valor 
de y isacádo de lá equációii á la, curva dé qué 
isé trata, se integra después Id qué resulta; se 
habrá sacado la, suma de todos Jos trapecios 
que cothpbhen la süpérfiÉrie que abraza la cur- 
va, ó su Cuadratura: Pero como el trape- 
ció FMf?)^ que heniojS cprisiderádó cónio lá 
diferencial del espacio SMP , puede serlo tam- 
bieu del^espácio L JHPM tomado desde u^ pun- 
to lijo H ; pues "PMmpzzzílpmL — HPML^ 
ÍJ( HPML ) ; es preciso apadir á la integraí 
que da el cálculo i una constante que iiiues-^^ 
tra está diferencia ; cortio veremos más ciará- 
íneritfe eil los egettiplós. 

538 Si las ordenadas saliesen todas dé un 
centro coniuri cómo las SQ j Sq; se considera 
él ámbito de la cürvá dividido en uíiá itífini- 
dad de triángulos cdmd SQq j ciiya s*i|)erficie 
§xSqxQf es; llamando SQ^>; Qf ; <&;|(y-f- 
dy)x dx:¡=lyd$ , dési^íéciárldó |</xrfy ( 4+2 ). 
Quarido las ordeñadas hó sbú perpérídiculares 
al fegcji áuiiqué sean paralelas entre si i resul- 
ta iwiá fespríísiori algo diferente de las <ante- 
riores. 

539 Veiigáttios á los egeriíptos , y sea eí 
I? cuadrar, el triángulo ABG (fig-i75)^para 
esto y supongamos tiracias~ las dos ordenadas 
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Mm , N« infinítaíiiente próximas , y llamemoís 
a la altura CD, b la base AB, yla Mm , y 
CP , X ; será Vp, dx : y el elemento del área 
ÑM)»fni=/)iíÍAr : pongarhiás áhoí-á eri lugar de^, 

Jí^qüé sé saca délos triádgulóá sCíhejatités 
ABC , CUm , doiide CI5 : AB:: CP: Mm , ó 
a-b:-x:i^-^ i V tendremos MNnm=jydxz=: 

tÉl j cuya integlral S^£Íx=-^será éi es- 
pacio CMm : luego el dé todo el triángulo 
ABC eri eí que JC=a j scra^=-^ y como 

ló digitlios (182). . , '1 ' . ■ \ 

540 2? Para cuadrar la parábola (fig.182) 

cuya equácioti és y*^px ó y=:y px=^p^x^i 
pongd éste valor eti ydx , y tendré p''x'ÁXi 

«uyá integral |p^x^-»-C és el valor á^é lá sü-^ 
perficie de la parábola. Coq?© en el punto S 
«n tjwe x=:o, es, ían?bieaGfiroel espacio SMp, 
y lá integral se reducé á tí=o+C ert doadé 
C-ro ; no habrá coristatitéqüandó-lós espa-- 
cios se ¿uentan .desáé el punto S ^ y será 

|í)%» ct espacio indefin.i4o SPM. Pero, si se 
pidiese la superficie del espació LHMP, siera^ 

do SHcz&í sería LtíMP=|p^x'í+C}y pues 
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^ue este espacio es cero guando SP 

en cuyo supuesto es ozz:|p2¿a n^t (524) , y 

C=-|p*6^ ; ser4 LHMÍ-|pM-|p*6l 

Laespresion|pí*5=|pMxjr;z::SpM, sje 

^ reduce poniendo y fen lugar dé p^x^ , á 
|x3^ , que son los do* tercios del .rectángulo 

SPMR. También el espacio LHjPMizi 

|^V_ |pí¿l— IpijP* xx—^phhh=^SlPyi 

PM--|LHxSH, es lá difereiícia entre los dos 
tercios de los. rectángulos SPMJt y . SHLZ. 
541 3? Habiendo de cuadrar el quarto 
de circulo SCD (fig. 18 ,) ; supondremos el 
radio á , y ;PM=y— V(fl¿_ix) (3 ji) : y 
«era el espacio CDMP:=;rS;^íÍK==zSáxV(a^ 

^aS^í — ®^^0 * ^°^ ititegrándp cadía térmi^i 
no por sí , rtsúlrá CDMP=:áx --'-^l- :. 

a. 3. m 
'•"^^ I. 3. xr^ I , 3 . ^x9 



a.4.5af 0.4.0. 7.a¿ a. 4. <$"8. p/j? 

occ ¿yi suponernos x=:a , saldrá la supéríí- 

s tiedelcuadt:aníeCSb=^a^.^^IíííL^ 

o . 40 

éia ^aa ^ 
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^^— &c. La superficie del sector CMD Ve 

saca restando de CDMP lá del triáneuld 

CPMrrPMxxcp— XxxV(«a ^ xx). 

542 4? En lá Elipse cuya equación es J^=: 

•^ Y {uá — xx) , se tiene haciendo lasrñis^ 
¿as operaciones, Sydx-=réx— ^^' _' 

rsTs^'^I^B:^ "^*^- )"^ ^"^^ ^érie tiene 

*f . . . • . ^ • ' '^ • 
con lá anterior del círculo. lá razoií de bá a 

según lo dejamos demostrado. 

543 5? Para cuadrar la aréá hiperbó^ 
tica SMP ( fig. 1S3 ) y el sector hiperbólico 

CSM; su&titüífémos en ;yá]i,_y (i-k-¿a) va- 
lor de ^ en la equacíon dé la hipérbola : y se- 
rá3ráx=— -V(xr — a¿) el elemento de su 

«up^rficie. El sector CSM=ePM— SPM= 
CPxl PM— SPM= |yx— Sydx , cuya dife- 
rencial ■!( xd.yr-^dx)~'3dí-=:^xdy^yúx), 

• , , <^i> *^* A 

se reduce a— — x-- substituyendo -^v 

* V(xi-á«) ■' « 

y-T77 ren lugar de v , íív. Su 

«v(xx-fla) •' ' ' 

Tomó 11. - V - - •,<■ 



V(xx-<io) 
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integral es (529)|a6x/ (x-4-V (xx— aa) — f-C: 
y como esta debe ser cero quando xma , de 
cuya suposición resulta C:=z — |fl6x la • será 

la integra completa de -r- X ^-—^ . ó la 

^ 2 y(xx-aa) . 

superficie del sector CSM=:|flfcxi(x+V(xx— 
aa) ) -ía&xiá=— x/ / i i jSi esta se 

resta del triángulo CPM= J ( CP x PM >= 

ixV(xx-aa) ¿xV(xr-afl) <»* 

' , será el residuo 

• 2a ia 2 



,/x-fr-V(xx-a/i)\ ■ , . 

^*I jel Valoí d^l esí)add hiperbó^ 




lico SPM- 

5 44 ^^ Cuadremos finalmente , /a hipér- 
bola equilátera entre sus asíntotas : cuya equa- 
cipa (4^5) haciendo aa=i ^ es xy=i: y sien- 
do ( fig. 169 ) CG , X ; GZ , 3^ ; icy riri ^ dá 

j:= — . Luego Sydx=S nz/x (512): y el 

área MtíGZVX será /x-4^C 

545 Como esta es céfo qüañdo iizzój y 
entonces sé reduce á /(o)— 4^Cziro donde C=5... 
— l(o) } será dicha superficie completa /x— 

X 

l(o)i=zl . De consiguiente si hacemos xzzi... 



o 
CXtzzi , será el espacio MCXX^rr/ — ,infinito. 

Suponiendo CU=:i, qazzzi , y contando las 
abscisas desde Uj será CG=i— i— x, GZz=: 
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/(i—fr—x)— H-C:zr /GZ-;^*— C. Este espacio es 
cero.quando xino , en cuyo supuesto i (i+o) 
—f— C::;zro, y Czr: — iizz:o.: de suerte que- dw 
cho espacio será solaníenté /(i+x) , y seráá* 
fiaitos losdspacios UGZY dóiide Cüzni» ' 

546 Aquí se ve que los logaritmos hiper- 
bólicos resultan de una hipérbola equilátera cu- 
ya poteficia es i : de consiguiente siendo la pol- 
tencia aa , CU±r¿., UGzzzx , GZ=jy; hubife-- 
ramos sacado UGZYzziaa/ (6-h x) z=zl C\}^áa. 
Supongamos aóra que sea mm la potencia de 
Snm ,'Otra de las infinitas hipérbolas que «q 
pueden trazar entre las^ asíntotas MG ; Ce; sé- 
ría por lo dicho t\ espacio UGrwn=wrw/(fc+x)í 
y tendríamos üGZY:UGm«::aa/(6"-+^x):rwmx 

í(¿— H-x)::aa:mm: luego. /oj logaritrrios de un 
Yr}ismo número tomados en distintas hipérbolas^ 
son como las potencias de las mismas hipérbO'^ 
las. 

Rectificación de las Curvas 

1 

\ 

; * 
547 Para encontrar la línea recta a que 

equivale mu línea curva SM (fig.iSi)^ ima- 
ginemos el punto m infinitamente próximo á 
M , y strá M/?j la dilerencjal deSM ; y como 
Mm= y((Mry-^(rmy)=:'\/(dx^-^dy% 
será S V (áx^-frí/y^) la fórmuU para Rectificar 
las curvas quando sus ordenadas» son perpea^ 

. Va 



\ 



r- 
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diculares al ege, ó no salen de un punto fijdi 
El modo de a'plicarla es despajar en la eqiía- 
cion á U curva después de diferenciada^ fl dy 
cu X y dx, ó el dk en jy'y ,dy , sustituir estos 
, valores en V (dx^-fáy*) ^ y tomar la integral 
de lo que resulte. 

548 , iV Vara rectificar la circun- 
ferencia del circulo 5 tomemos -^ elc- 

Ciento de un arco cuyo radio és a ^ y ^ 

aadx 
$u tangente (552) : y pues que = 



tfiaJjir ( aa- 

/ x^ 

I I — 



x« 



$aadx(aá- 



«4 

-xx)-!; 



¿r7 






:S(^Jjr- 



X^dTL 



)k 



aa 






«9 
4— ^-&C. 

X» 



^x ^ \ 

— — &c. Virrx 



X' 



c. j jserá 



3«* 

X4 



S^4 



\ 



+ 



-_,* * i 



&cAsi 



3«* 5<i4 
eñesta sede suponemos 



7a* 9a « 

<|lie X sea la tangente de 450 , que cabe ocho 
veces en 360® ó en toda la circunferencia, y 
es igual al radios i quedará reducida á a(i — 

Para hacer esta serie * mas convergente, 
descompongamos el arco -de 45* en otros dos 
iyC cuyas uu^gentes sean conocidas, y tendré- 



X. 

% 



/ ' 



K 



«I 
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mas hacÍQada el radio i ^ tang (b ^ c)=4 5 *" == 
i=(i^7ij— r^ 7^ — : , de donde se sar 

ca tang cz--^— ^ i luego s.i tang b=i^ 

seri tang c=fr|. Póngase aliora en la serie aa-? 
terior ^ y | en lugar de a, y resultarán las dos 



I I I ^ i 



r — --4- ^^ — gtc.. CMVa sp-r 

3-3' ¿3^ 7-3^ , 9-3'. " * 

ma 0,78539816339744^3 &c. será la longi- 
tud de un arco de 45^ • y de consigúiefif e si^ 
cuadruplo 39i4i592^5'S;3-97932 &c. será la, 
semicircunferencia, que coijiparada cgmi el ra- 
dio, j^íi^r^ la razón del diámetro ala citcun- 
fereacia de que ya heñios hablado. 
" ' J49 29' En la paráboh;c\xyo arco sea ü, 
su paróttíetro '2b ,"y su equacíon yy zrzíáx; 

tendremos ydy:=adx. y dx^=^^ — -: sustitui- 

do, ^site y^lor exi la fórmula V (Jj5*--*-áy *)? la 

reduce á-^V(yjy+aa)rráíi: luego £?7V(jy-H 

■« ' 
fi^)= <idiC Suppngamos que sea MSN (.fig. 
184) la parábola qué se hade rectificar , que 
sea ST ^aa^tangente á su vértice , y SP ==3jy; 
íer4aarcSJy \ (yy-^Hr^aa). Si se tira.laSj:::^:^^ 
perpendicular; á ST , ^ se traz^ una hipérbola.. 
eqmlaíe:rtrmp,^pafyo centro esté en S y. e^ 
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Xértke, en s , titando de^dfe F á la parábola la 
ordenada PM alargada hasta que eiacuentre 
la hipérbola en p; será SspVzizSdyy/ {yy-^c^) 
(424 y 537) : luego SaduzrzaiiiziSjpP, y el i 
^rco SM=:u de la parábola , será igual al es- 
pacio hiperbólico SipP partido por la mita^ 
del prir4irietro. - '* ' ' 

550 3? Var^ rectificar un arco tf de. 
elipse y y de hipérbola ; sacaremos de la 

cquaciori á lá elipse y=:r-y(aa — xx), dy:=z 

— bxdx ' ■ . ■ v- ' ^ ' ' '■ 

— r: r^-^ : Y de consiguiente ?erá ^1 arco 

aV{aa'^xx) ^ V - 



elíptico u=Sdu=:SV{dx^^4y^ )=Sdxv'(i 
r- j ■'■ )=:=Saxv( — '~ . •• ■ — *— ^ ) , cuyo ya- 



lar solo js^ puede, sacar por series. En la hi- 
pérbola se encuentra por el njismo capiiao 



' * i " 



fly(x^-a') 
551 Sea la equacidn jr^zrrpx* de la se-* 
gunda parábola cubica , en la . que xz=i 

'^: luego dxrr:^^-í- , y^x^-— ^LjL.. Será 
pues, S(dx»ri-dy ^) f =:S(áy ^h- -^-)^ 
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poniendo y=:,Oj resulta C=: — '- ^;>; luego 
la integral completa ó la longitud de un arco 
qualquiera de la segunda parábola cúbica, 
contando sus abscisas desde el origen, e$ -^p 

5 < 2 En la cicloide ordinaria los* trian-, 

gulos semejantes Mmr, BOP (fig. 209) dan, 

¿yrtix:: y (2ax-3f^) \x \ de suerte que áy= 

dx ^/ ^ dx V ( la -X ) ■ ^ 
—V (2M-^« = -^ ^ , áy'=: 

X y X 

2adK'*-xdx^ I 

r-t — ; . Será pues , y ( dx*— *— dy* ) = 

y/^^fi^ífldx^-xdx^X dxVia 

v X /~ Vx ~ ; 

y 2 ay dx:yS(dx> dy^) *r=BM=SV.2flx'* dx 
zn2 y 2ax , que es el duplo de la cueijda cor- 
respondiente BOzznV 2flx. Si se hace xi= 2a, 
será la semicicloide BAl Azz:2 V 4a* z::i:2X2a, 
que es el duplo, del diámetro del círculo ge- 
nerador: de consiguiente toda la cicloide será^ 
cuadrupla de dicho diámetro. 

Solidez 4^ los Cuerpos. 

.553 Si toncebimps mí? cuerpo ABCS^ 
(fig. 185) formado de planos ó rebanadas in- 
finitamente delgadas ácbefhqixQ serán la dife- 
rencial de su solidez , y suponemos bb la su- 



/- 
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perficic de la base ABC, a la altura ST, y x 
la St distaacía del vértice al plano acbefff: se- 
rá dx la altura de dicho, plano y su superficie 
abe ó, ehf<, se hallará por la proporción (ST)'- 

(Sf)*.::,ABC:afec , ó aa:xx:: hh: — -^ ; iuegp la 
solidez d,el píauo será — -:- x ^ , y ^ de 107 
do el bólido sujategral S— — xrfxzz: 

hhx^ bhx^ 

•^ — — -+-C , ó '• solanlente, contando la soI¡:r 

dez desde el vértice S. La espresion....... 

J)hx ^ bbxx 

— — ==^ — -' x|x;:= aicxiSr concuerda con la 

tgue sacaipos ya (^39). 

'554. Sí el plano Mm/L (fig. i86) perte- 
nece & un sólido de revolución -*BS, formado 
por una curva AS dando la vuelta al rededor 
de ST : suponiendo PM~J^ , SP:rr3f , y r:c 
la razón del r^dip á la circunferencia ; será 

— la de un círculo cuyo radio es j^ ; la su- 

7 



perficie de estt círculo será -^ ^ ^ 



' CY .. T r^ cyy 






r ar 



■s 



y la solidez del plano -^ — x Pp. rri—í?^— : es- 

presión difer^nci^l^eA la que poniendo el va-r 
loi: d^ y ss^Qs^áo de la equacion á la curva de. 



cuya rjevplucion se haya foírmado el 'Sólido,' 
se. tendrá su solidez integrando el resultado. 
5 5 5 ' Egemplo 1 9 : Encontrar . la: solidez- 
del cmo engendradQ por el triángulo rectán-' 
\ulo CVÍ& ifi^: íS^) alrededor de CP. Sea> 
CP, x; fM, y ; y u el ángulo MCP :.si to- ^ 
maraos á GM por radió v será cosen u : sen u::' 

X x^scn tí ^, . . ^ , 

X : yziz . Si sustituimos este valor en 

, • cosen u 

la fórmula -^^— ; se: reducirá á — x - 

sen^u ^ , \ ,. - , , , c 

— -r-T^x^dx: v la solidez dek cono sera-r-jx...^ 

cosen^u ^ ^r ' - 

^ sen^u • c sen^u x^ cfy x ■ 

cosen^u 2r cúsen^u ^ 2r 3 ' 

^uees como dig¡r^os(Í3.9} la tercera, partea 
der cilindró de una misma base y altura que 
él. Pelfnismo modo se. hubiera sacado la so- 

lidez X — del cono producido por el mis^ 

mo triánjgula M raedor deA lado MJP. . , 
556 ,2? La solidez del paraboloide á 
conoide parabólico (fig. 186) , que es d sóli- 
do que engendra, una seitiipárábola al íede-»^ 
dor d^. su ííge ; se sacíi ponipndo ejEí la fónmi-, 
la el valor de yy que da la equacion yyznax 
de la parábola : pü^ integrando el re«^ultad<3^ 

-^— * se ti^e cojtitaodp lai solidez desde & 

^ • CAX« " cai X cyy X 

e.131 queC¡:;=;o,- — = x-y7= ^ ' • :'-^^9 '- ^^' 
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eqúit^afe á la solidez del cilindro de igual ba*. 
se y altura que el paraboloide. Sí la solidez 
se cuenta desde un punto H, tal que SH=:6; 
debiendo ser cero el sólido en dicho punto -o 

quando xrz:é: será C— r- , y la solidez 

d^^ una pprcion qualquiera de paraboloide 

caxx-cahb 

4V' ■ ' ; , • ^ ■" ^ . 

557 3? Hallar la solidez del elipsoide 6 
hiperboloide» Si sustituimos en la fórmula en 

lugar de yy,— (laxy-xx) sacado.de la equa- 

• _ X I i .* , . chb . 

cion a la elipse, e-integramos. — -- (^axdx^mm. 

. ^. araa ^ 

x;xdx) que resulta; tendremos —-r- ( axx — 

:1a solidez del e/ípJO/de;/)ro/on¿[flrf(?, 

sólido que engendra una semielipse al rede- 
dor de su ege mayor Sj (fig. 18^)^ contán- 
dola desde Sen ^ue Crzío. Quando x=Sjzzz 

%a y ^e. reduce dicna. expresión a , que es 

la'solldez dé todo el elipsoide. Y como la de 

wncilmdro,circuttS(?ripto a-él , sería -r— ; será 

■ ^ • ' , y y 

la del elipsoide los |:de la de este cilindro, 
como lo digimos de lat esfera (243), 

-Si se pide la solidez desde un pumo H en 



x^\ 

7/ P^^ ) 



r 
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qii0 SHrrm : siendo en este punto cero ía 

^ "• ■■ ^ "' ■ - • ' 

tategral , se tendrá Cz=z- 



cbh 



(. 



amm- — 1 
3/' 



7)^ 



La del 



iraa \ 

y la solidez <le una porción de elipsoide, com- 
prendida entre dos plañoü paralelos y perpen- 
diculares al ege, cuy^ distancia es x^m^strá 

,, — (axx- y— r -^ — ( amm 

elipsoide aplanado , ó producido jpor la re- 
volución de la senalelipse al rededor del ege 

menor, que es — - — ; se §aca como la otra, 

y es también los fde su cilindro circunscrip- 
to : y 'tiene con ella la razón de Ips e^e3. 

Por e.1 miscno^ camino en^ontríirémo? que 
la solidez del sólido que engendra Una hipér- 



bola al rededor de su, primer ege, es 



chh 
iráa 



"■'X« • • • • 



f aA?*-4-; 1 , SI 

\ .3/ 

\ 3/ 



si se cuenta desde el vértice; y 



cbh 



( 



amm^ 



■-) la'^e 



'iraa V 

una porción de hiperboloide comprendida en- 
tre dds planos paralelos y perpendiculares ai 
ege , cuya distancia es x-^m. : 

558 \^ Hayase de medir el sólido pro-- 
ducidopor el arco sp i^% 184) de hipérbolor 
que Voltea al rededor de su segundo^ ^ge ST. 
suponiendo este 2a, el i? 2Si=:2¿?, or — íT) 



/ 



3í6 ^ ckucxvh^ ( 

^P^=^X9y S^l vértice. JSi h^ccmps-r : c:xi i 

C í* y* ■» 

— , será— xjrr:— que llamaremos m, di 

área del círculo cyyp radio es ; ; y 1^ fórniu? 

^a -: -quedara reducida á myydxy en donde 

mj^ry es el área del círculo cuyp radio es j^: 
pues i*:j'::ni:myjf((20i). Si en ella pone- 
mos el valor 46^^^ sacado de!iiequac¡onjj)[=^ 

fnhbxxdx . . ,, ' fw/?i>x« 

^-^ — , cuya integral es tnbpx'^-h- ^ ó 

i^nbb^-h imyyx y poniendot en lugar.de -^ 

yy — bb sacado de. la equacion : será pues, 
jinbbx--¥-'^rnyyx la solidez del cuerpo que 
forma el área SjpP al rededor de ST. 

5 5 gt 5 ? Bar a hallar la solidez del cuet'^. 
po que se forma de la resolución de una hipérr 
bola equilátera QKYN.(fig. 169). aL^ rededor 
de su astritota Ce ; llamaremos CüzntJY * a- 

y será (41 j) aa~xy j, ^ yy=^. Puesto esté 

X36 

valor eil . -^^— ,. resulta — ^-r^-nr.... 

— xa'^x-^dx - y su ¡ritesral — x — . _ -^^p 
será la solide» que buscamps* Gonia ostíi^ es, 
cero guarido x=«, será Crz — «' , -y ^i v^- * 



/ 



/ 
/ 
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Idr completo del sol ido producido por el área 
ÜYNc, séráCf^fa^-.A'i— -^fa'x...;...;. 

2» \ ^ J ir \ 

í \ y de consiguiente suponiéndolas abs- 
cisas áy iuy lUy &c* en progresión arít- 

c '^ 

ihética , rcsultáráii sólidos iffualeá á — a^; níul- 

tipiicados sucesivamente por, o^ i,|,i&c. 
Si fuese z'inñnita^ equivaldrá el sólido 

— á^ ai cilindro engendrado «tí lá misma re* 

Volucion por el rectángulo CUYH : quarido 
X es menoí que á es el sóílidó negativo, é in- 
finitó si xzziú : de suerte que el sólido pro^ 
ducido por el esf)ácio ÜYNC es finifo ; |)eró 
el que éiigenára la área MCXK áí rededor 
de la asíntota, es infinito. 

56b 6? Midarrios ahora un cuerpo pard-^ 
hóltco AGBDA ( fig. 18? ) producido por ta 
rotación de lá parábola ACB al rededor de la 
ordenada Mi. S€2i a la abscisa CM, 5 lá se- 
miórdenada AM óBM , ula distancia MN=r 
EP que hay entre la linea DC y una. sección 
ÉNF del solidó, paralela á DC: y tendremos 
(jór) (AM)* : (EP)»:: CM: CP, 6 hhiuuvJ: 

__ 'auu ^«, ^ '' ^_ auu ' U ' 

bb ^^ bb BB ■ 

{bb—uu)i luego (5 54)f»x(EN)'= : '^^^ ■ -ü' 
(b4 — zbbuu-^u*) será la espresion del área 
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¿e la sección ENF : y si se multiplica por la 

diferencial du de MN , dará el elemento del 

sólido — — (6^da— 26b'«ttdii— +— u*áfi). Inte- 



^4 



■f futid ^ 

grese, y tendremos -— {h'^u-\hbu^'^^u% 

4 

que se reduce haciendo Vi:=:hj á — mitad 

del sólido que se busca. 

5617^ Si se quiere la solidez del cuer- 
po ACBDA (fig. 189) que forma el segmento 
de circulo ACB rotando al rededor de Va cuer- 
uda ú ordenada AB • suponiendo d centro eá 
O, y llamando al radió OE, r; ÓM,fj; y EP, 
«; será. OP— V((OE)^ -(EP)»)=V(rt^— 
.t*u), ENz=:OP-.OMizzV(rr-i4u)^fí;;y I¿ 
fórmula myydx se transformará eii mdu(Vrr'^ 
uu) w)^zzimd'a(rr-utt-+- nn-2nV(rr - uu))zz: 
mdu(rr' uu- nn)-rhdu{2n'y/(rr — uu) — mn). 
Y como la integral de mdu (2nV(rr — uu)- 
2nn):=z2nmxdux (V(rr'^uu) — n)=2nm ^ 
duxEN es ímn x área MNEC ; será toda la 

integral mu(rr - iin — |uu)-2nmxflrea.. 

MNEC— wxMNx ( (AM) *-- 1 (MN) ^ ) — 
2 wxOM X área MNEC : que en el supuesto 
dé ser MN=MA5 esmxí(AM)«-2mxOM>c 
ACM, valor déla mitad fdel sólido pro- 
puesto^ 

5^2 S9Para encontrar la soliden de un 
prisfhoide AEGB(fig. tgo) rodeado de superfi^ 



■7 



/ 
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cies planas , y cuyas bases son dos rectánf(ulos 
paralelas y hagamos AB,¿i;>AD,¿- EH^r; EF^ 
e; A la altura del sólido , y x la distancia va- 
riable del plano EGáürlá sección I L del só- 
lido paralela a la base. Tirando. después en la 
súpertície AH , la HP paralela á EA, y en la 
cara B(i la HN paralela á GC; tendremos en 
los triángulos HPB, HílM semejantes hix:: 

PB— AB-EH:RM=IM-EH=^fl; y en 

los triángulos HBN , HMQ , también seme- 
jantesi/i:^;:BJN=BC-HG;MQ=ML- HG= 

-^— : luego IWbr:-^— — H- c , y ML=: 
.. tí . ti 

-^— -— *"-+r^* y sera él arca de la sección IL...: 
h 

—^7 — XX -i -7 -x-H— cff. 01 multipli- 

hh h 

cantos ésta espresion por dx j y sacamos des- 
pues su mtegral j resultara — ^¿r — ^'-+~*..; 

f — ' j xx-^cexj valor del sólido IFGL. 

Suponiendo en él xz:^y saldrá el de todo 
el prismoide, que es jh(a—c)(b-e)''*'^ih(bc-^ 

|MBx AD+EHxÉF -h (AB+EH)(AD+ÉF)), 
Si EF fuese nula, EH y FG coirícidirlán for- 
mando un ángulo en la parte superior del só- 
lido 9 que tendría eaitonces la forma de la ar- 
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iliadura'de ún tejado, y su solidez serla iít 
Í2ab-^bc)=ih(2ATi-h-m}AB. En el casó' 
de«er EF=zEH y AD=AB, sería ei sólidt>ün 
irozo de pirámrde cuadrada, cuya solidez es 

(EH)^) : y finalmente liaeiendó EJH=o , re- 
jsuitaría una pirámide con la base (A B)^ y la 
altura h 'y que teildrá por solidez (AB)'x|A. . 
563 9? La solidez del cuerpo que ios 
Ingleses llaman Grom (6'g. 191), cuyas lec- 
ciones parakias á (a base son cuadrados y la^ 
^os acciones hechas perpeñdicülartíieñte á la 
.base por el medio d^ los dos lados, opuestos, 
^bn semicírculos ; la encontraremos suponien- 
do X la distancia A¿ del vértice A á uña sec-^. 
cion cjpeg paralela á la base , a el radio AB ó 
BN dé la sección circular ANBMA perpen- ' 
dicular á la base , y será hnzz::.V (lax -^ jtx) 
(348); el lado del cuadrado c/^^, 2V'(2ax — 
9CK)'y y su área 4(iax-r^^)* luego el ele=i. 
toento del groin es 4.dx(zax^^]í^. Si én- &a 
integral 4axx- |x? Suponemos x=a, resulta 

i— ^ solidez de todo el groin; que sa<^ríamos 

- .0^ , . • • 

del mismo modo aun quahdo las secciones 
paralelas á la base fuesen rectángulos^ y las 
perpendiculares otras curvas distintas del cír- 
culo. 

5 64 10? Si se hubiese de calcular la io- 
Íide9 de la pirámide ó cono ABCÍ) (fig» 192)? 



y 



v. 



formado de rectas tiradas de todos los pimtos 
de un plano DBC dado á un puntó A : lla-^ 
macemos x la distancia perpendicular AQ dé 
A á una sección £FG paralela á BDC , a la 
altura AP del sólido, b la área conocida de 
la base BDC : y pues que los plands BDC^ 
JEFG deben ser semejantes (234)9 tendremos 
(APf : (AQ)»«: BDC:EFG, ó í»fl:M::6:EFGzí3 

-. Esta esprésion multiplicada por la di^ 



ferencial dx d^rá el elemen» d^} sóU-* 

_ , - hxxix íx* , 

do 9 que será S-^-'^^-^^ , que s^ redue^ 



á \ah quando 

.565 ii9 Siá unalindrú ^BCO (fig, 
176) lo corta un plano oblicuo á la' base y y sé 
pregunta la solidez 4^1 cuerpo SARl{ que ré-* 
sulta , que se llama Úngula cilindrica ; süpcH 
niendo para hacer ipaV sencillo el cálculo, que 
la sección pase por el centro de lá base^ sq 
consiiderará la úngula cortada por planos pá^ 
rafelós inñnitamente próximos y perpendicu^ 
lares á la base R AH : y debiendo sei* las sec^~ 
ciones triangulares semejantes ^ se tendrá Ha-* 
mando r el radlp AO de la base 9 ^ la altura 
AS , 7 la base del triángulo PMN ; OASí 
PMN ::rr:j^^ (200) , y siendo OASzr=|ar^ 

será PAlN=^^r:;.í^ Luego si se Uam* 
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X UÍ^H, será dx el grueso de la rebanada 
comprendida entre dos planos paralelos, cuyo 

valor será-^^"^) o poiiiendó irx — xt en lu- 

p^ár de yy(3^S), — ^- ^ { 2rxdx ^ 

xxdx). Su integral , contando la solidez des- 
de el punto H., cs--^{rxx:---——y. dé donde 

sé saca suponiendo xziziry el valor de todo el 
sólido que és |arr=-^ %=: AÓSx|HO'=: 

ÁOSxiRH ; ó los j de uti prisma ciiya ba§é 
sería el triángulo AOS y la altura ^l diánie- 
tro Rll- ' 

<66 12? Encontramos por últiniOy ra so^ 
Vídez de una úngula cónica EFGD (fig. i 77) 
que corta en el cono ABD un plano EFG 
que pasa por su base* Siendo BC la altura 
j)erpendícular del cono , y BO una perpendi- 
*culár tirada á HE ege de la^ sección Ef G; si 
suponemos qiie seaFBG otra sección del cono 
héchá: por un plano que pasa por el vértice 
P y Tía línea FG ;, Ips dos sólidos DBFGt 
EBFG cuyas bases son FDG ^ FEG tendrán 
¡por solidez ( 564 ) a FDGx | BC y FEGx 
IBQ: réstese ja segunda de la primerisi., y su 
difetencia será el valor de la úngula cónica, 
Si las bases FDG , FEG ftiesen secciones có- 
nicas > se buscarán sus áreas (540 j^ sig-) > y 
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'sé resolverá la cuestión. Sea pot exemplo, 

EH paralela á B A •'^sieiidó entonces (^55) lia 

sección una parábola cuya- área es f FGxEff , 

será la solidez del segmértto ÉFGB=:|xFG>< 

EHxBÓ, y rebajando esta cantidad del sólido 

.DFGB, será^l i^iduoel valor de la úngula. 

Medidú de las superficies curvas 

úe ios sólidos é 

567 Si imaginamos que eí lado infinita- 
liiente pequeño Mm de una curva SB=:tt(fig^ 
tSó) traze- ana zona ¡, faja ó porción de cono 
truncado qüañdo toda la curva voltea al re- 
dedor 4e ST , la süf>erficie de diqha zona que 
es elemento de la total ^ será el producto de 
Mm=dii multiplicado por una circiiilferéñ- 
ciá cuyo radio es PM: luego si Itamaitios m 
la razort entre la circunferencia y el diáme- 
tro j será imy Ja circunferencia del círculo 
cuyo diámetro es' ML , y 2my^dü:^:::^2níyí>< 
V(c/á:^-4-dy) será el elemento de la superficie 

de los sólidoá de revolución. 

' ^.568 Egemplo i9 Comencemos por eí cono 
afecto ABD (fig. í j^y^ y suponiéndole cor- 
tado por urt plano MN paralelo á la base, y 
tirado el ege BC ; llamemos ÁB , a ; AC , 5; 
PM, y ; BM, u ; y tendremos en los triángu- 
los semejantes BAQBMP,BA:AC::BM:MP 

O a\b\:u\yziz— : luego 2mjíí«=; >ysu 

X2 



X 
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integral seta la _cspresioil de la su- 
perficie de una porción qualquiera de cono- 
Sí en ella hacemos u—a , se reduce á abm ^ 
mxACxAB que es la de todo el sólido* 

569 1? Para encontrar^ la superficie d€ 
¡a esfera; sea el radio CM=:a (fig. 18 í), 
SPzzzx, PMzr:)', SM=fi; será Htím^du^Vp^ 
1ilír=dx: y en los triángulos semejantes CPM, 
Mwr tendremos PM;MC::Mr:Mw, óytaiidx: 

¿j^— i[£i. Sustituyendo este valor en imydtiy 

resulta imadx ; y su integral 2max =: SPx 
mrcunf. SDBM^S, será la superficie del seg- 
mento esférico SPMM^ Si se hace xzrz la,' 
2max se <:onvierte en ^maa^ que es la superfi- 
cie de toda la esfera , cuadrupla de maa su- 
perficie del círculo máxíriio bDBM'S (225): 
y como 2fnax:^ma'a::x:2á i será la superficie 
de un segmento á la.de toda la esfera, como 
la altura del segmento á todo el ege. 

570 3? Saquemos ahora ia superficie dlü 
paraboloide ASB (fig. 186 ). La equacioa 

yy^px de la parábola da dxrz: — =^ , y dx*=í 

-^—^2 luego Vidx^-^ay^)—:^ ^7: -j y 

pp Vpp 



iJIP.pLx(pp^ ^yy)i 

pongamos para integrar esta diferenciál,(pf 



2mydu se reducirá á '--^(pp-^^yyr • Su- 



437)^='^ 9 ^^^^ Pp-^-^yy—zz y y diferencian- 
do, ^ydyz^zzzdz 6 2j?dyrr . Sustituyase 

este valor en — —(pp^^yy)^ , y qaédará rcdu- ^ 

.. \jnZ3itzdz. , . fHZ^ - 

tí da a- , cuya integral fs^ — yé 

3 



6p ' 



« 

poniendo (pp-^^yy)"^ en lugar 



de z^. Quando y:=JO , se tiene C= — i^PP^ 
de consiguiente v^^^-"' ? 1 j^pp sera 14 

integral completa y que pudo también babei^* 
se sacado por lo dicho (514)* 

571 4? Para ha llar la superficie del cf-^ 
feroide ó elipsoide ( fig. 187); syponlend^ 
SCr=:fl , CB=6 , CP=ix y BM=f< ; sacaré- -^ 

b " 

mos de la equacion á la curva jf=:— V(aa*jrjr), 

hxdx f 

rf^r22-— : y será di#=:V(dx'+rfji*yx:; 

/ ... a^ioü'xx, ' 

^J(dx-^ ^^'^^''^' \d^{¡^^^{aa^hh)^xy ^ 

\ aa{au-xx) J a^ifla-xx) "^ 

>^ ^ — —(suponiendo V(aa — i&)=:r) :r=; 

áiV(tía-xx) 

•ájrVr- ícxj 

" ! ■ ' • - ' ""'"" ' ■ ; de ooniiirttiente.amyclu ífr 
#y(aa~xx) . •^ 



c 
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, . imhcdx 

n^ — r-xV i —XX] j cuya integral es- 

ccxx 



-X V í —XX 1 j cuya integral 

>" J \/ " 

presada en sérí^ infinita , es imbxl i-- ^ 

) ■' 



,4^4 3C^X^ _^ _ ^^^ 



Esta integral se encuentra mas fácilmente 
por.íp^dio de la cuadr^t^^a del círculoj pues 

$i desde C (?on un radio-; — , se traza un cir- 
culo lER 5 y se alarga hasta E la ordenada 
riVI; es claró (352) que FÉ=y(-^'-xxy 

y que el elemento del aréa EICP será .'...,.;. 

¿^yfJL^ -XX I , que tendrá con el elemento 

A^^ / . V 

Í!t'íív/— ~xx\ de la/superficie i^M^» 

aa \ ce J V * 

h íazon de i :— -x ElPC=:jmx— -xEICP. 

S¡ para aplicar esta solución al elipsoide, 
aplanado, supusiéramos Sj el ege menor; sien- 
do GS menor que C6, sería imposible el va- 
lor de czzz\/{(ía — bb): con que hagamos crz: 

y(bb-^aa)y y pzzr^— ^; quedara x..... 

V[ XX jconvertlda eh-r--^--V(ppi-,....,.. 

w)in^^x¿íj¿V (ppfxx). Siendo áxV (p¡p- 
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dtx(pp4'Xx) ^^^ppdx;^xxdx 

ppxdx^x^dx, IppxíxH-^^dx \ppxdx 

V(ppxxri.x^y ' V(ppxxn-.x^) :V'(ppxx-*-x^,) '^ ^ 
cuyo priqíer termino tiene por integral (5 14) 

/ á í V (PP^^+TC^) , y el segundo . .J^^"^ ^ 

^ ^ — -- integrado por ios logaritmo/ 
V(pp^xx) r ; 

(528), da |ppx/(x-í-y (pp-^xx)) ; será la in- 
tegral de dx y (pp+xx), |x v (p/j-+^ xx)— t-* 
Ipp x/(3í:-4— V (ppT+-xx) : multipliqúese .por 

: , y completándola después ( 523 ) , será 

P ' ■ ^' ' ' ' - ' 

la superficie 4^1 elipsoide aplanado -K 

572 i}9 En el conoide hiperbólico , siendo 
^ y fe los semieges , y x la distancia entrt la 
ordenada y el centro de la curva ; sacaremos 

de su ecuación j~— y (xx — ^a), dTyri;:.........., 

-— — — : y será V(áx*-i-ííy *):=... ....-.:....../ 

av(xx-flfl) \ , .• 

dxV{(aa-^bb)xX'a'^) _ zmhdx 
— -7; Xuego 2mydu=- r-x... 

av(xx-aa) "i^ aa 

{Vaa-hbb) (xx — a^), que con suponer.......... 

--rzzzp^j se reduce a ^ \^^~PPh 



^ 



/ 



#ií CAtcüta 

A su Integral-^ —^ -phml(x'-^V (xx^ 

fp) ) que se ^ncuentrs^ por «I mismo camino 
que la anterior, se ha de añadir la cons- 
tante que resulta de áuponer xzzra': y será fi- 

pálmente, — V (xx— )>/>)— mhb — phmx 
^/ x^V(xx-p/)) \ ^ gi verdadero v^loí delg 

\ bp / 

superficie del hiperboloide. 

573 69 Pnra hallar la superficie del 
grain (fíg, 191); supondremos x la distancia 
á que está dcí vértice A una sección cpeg pa- 
ralela á 1^ base ¡ u el arco An correspondiente 
á la sección semicircular N»A, y su radio AB 

ó BNzr::a. Sieddo áarií:— "ziSio^muU 

típl ¡cando esta cantidad por tv(iax — xx) 
valor de ^^ rz: 2gM , resultará 2 tídx (^67)^ 
elemento de una de las quatro superficies 
iguales que terminan al sólido : luego'U 
superficie de todo él , Jio contando la de la 
base , s^rá Saa , esto es , dupla de la dicha 

) ^ Método inverso de Icks Tangentes. 

5 74 Por este método se viene en cóno^H 
sriientQ de l^ equacíotí de una curva por \9, 



espresioii de su tangcnteó subtangenteó ñor-- 
mafScc, de su rectificación, cuadratura &c. 
que se nos dé. Para esto se forma ufta equa- 
cien de la espresion dada y de la correspon^i 
diente fórmula de las halladas (473 y ng, 
537 v547 ^^-í y.si'se' puede Integrar, se ten-- 
drá la de la curra que se busca. - i 

575 Para encopitrar la equacion á la cur* 

va cuya subtangeftte cs-^ ; igualaré á ella 

la fórmula 2^ (473 i9)f sacare de— =— , 

adx^iydyy é integriUido tendré ax==y3í,equa- 
cion á la parábola (361). Si la subtangetite ' 
C9 tercera proparciotial á 4-r^ vJ ; haremos 

4-x:v::v:-^^ : de consiguiente será*^— -^^nr 
^•^^ydy:rradx-^tdx^ que integrada da yy^ 

dy 

aax-íx, equacion ieUk£^lp (348). 

5 76 Para encoatíar la curva cuya subnor- 

vdy 

mal es fl^t; haremos (473 ^^)-^'^^^ ^^yáy^ 

ádx-xdri y su integral l^^^-ax -|xx ó yy=: 
2ax — XX nos muestra que es el círculo. Si U 
subnormal ha de ser constante ó igual á i^ 

tendeemos -^- 1, ydy=d«» y yy=^2X , equa-^ 

cion á una parábola cuyo diáttietfó es 2. 
577 Hayase di hallar ahora la curva^ 



/ 
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cuya área es . Diferencio esta esprcsion, 

c igualanudo el resultado á la fórmula ge- 
neral ydx del elemento del área (537) ; ten- 

aré zr: ydx: de donde se saca xx, =íiy, 

equacion á . la parábola. Finalmente 9 si dado 

c f x^ \ 

el valor í axx —me una solidez, se 

pidiese la equacion de la curva que produjo ct 

'1-1 r 1 • • cyydx c ' 

solido; lormaremos la equacion -^^^ — ^m: — x 

(iflxüx-— xxdx), áe la formula de la solidez 
y de la diferencial de la espresion ciada ; y 
sacaremos:de eüa yy:r:ziax — xx, equacion al 
círculo : de consiguiente la ^spresion dadí^ 
será la de la solidez de la esfera. 

TRIGONOxMETÍA ESFÉRICA. 

578 El obgeto de esta parte de la gco* 
metría es la resolución Je los triángulos esfé-^ 
ricos , que se forman en la esfera coa arcos de 
círculo máximo. No se cuenta con l6s arcos 
de circuios menores; porque entre dos pun- 
tos de la esfera pueden tirarse infinitos de di- 
ferentes grados , .al mismo tiempo que por 
ellos solo puede trazarse un círculo máxí— 
ijno , que es aquel cuyo plano es determina- 
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do por el centro , y dichos dos puntos (170). 

579 Supuesta la dootrina que dejamos 
dada acerca de los planos y sólidos j llama- 
remos eze de ua circulo m¿lxímo" HIDM 
(fig. 210) á un d.iámetro AB perpendicular 
á su plano, que pasa por el centro C de 
la esfera ; y cuyos dos estr^mos A , B se lla- 
man polos 'y y así desde qu^lquiíer punto de 
la circunferencia de un círculo mái^imo á s.u 
polo hay siempre 9.0? De consiguiente , i9 
si. un círculo máximo AHBD ó qualqulera . 
parte suya e? , perpendicular á . otro HTDJi^ 
ea<Ía uno pasa por los polos del otro : y al 
9Pirtrar¡o , si pasa por los pplos j> le st^íra per- 
pendiculfic : porque siendo perpendiculares 
los. círculos, lo serán también sus planos ; y 
por lo misino ^l egc perpendicular al. pri- 
mero deberá estar en el segundo , y de con- 
siguiente sus polos, 

580 2? Dos círculos máximos trazados 
en. la esfera, se cortan mntuaoicnte en dos 
partes ¡guales de 180° cada una : porque 
debiendo, pasarambos por el centro de la es- 
fera-, será la común sección uno de sus diá- 
metros , que dividirá cada círculo por medio 

(i7+)- . 

581 La inclinación de dos planos AEB, 

^ADB que se mide (176) $:on el ángulo rec- 
tijinco.ECD ó con el arco ED descrito des- 
¿e el cerero C , es la medida del ángulo es- 



n^ 



; 
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feríco EAD , que se debe tomar trazando 
desde su vértice A como polo ^ el arco £D 
de círculo máximo entre sus lados AB , AD. 
Luego á los ángulos esféricos debe también 
convenir lo que dejamos demostrado ( 177 ) 
de los rectilíneos: y siempre se verificará 
que los lados contiguos de un ángulo esfé^ 
rico no pueden concurrir sino á una distancia 
de 180® : pues ambos son arc^s de círcu- 
lo máximo que se cortan en la superficie de 
^esfera. 

^ $82 Si desde los tres ángulos B , D ,E 
de un triángulo esférico BDE se'consideraa 
tirados al centro de la esfera los radios BC^ 
EC, DC se verá que dicho triángulo es la 
base de una pirámide CBED que tiene el vér- 
tice en el centro de la esfera , y cuyas super-* 
íicies laterales son tres sectores de círculo. 
Ta.mb¡en se puede con^idetar como un ángu- 
lo sólido formado de los tres ángulos planos 
ECD,DCB,BCB: de suerte que cada ángulo 
del triángulo esférico es igual al ángulo de 
U inclinación de las superficies, y cada lado 
es el arco que mide ai ángulo plano del sec- 
tor correspondiente. De lo qual , y de lo de- 
mostrado (211) podremos inferir que doi la- 
dos de un triángulo esférico serán siempre 
mayores que el tercero; comg. también que suf 
tres lados valdrán siempre menos que 36o*', 
583 Sí deid^ los tres ángulos A , B , C 
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(fig. iii) de un triángulo esférico coma centro 
$$ trazan tres arcos de círculo que formen , 
9trQ triángulo DBF ; cada lado de este es 
suplemento del ángulo que es su polo : y cada 
ángulo suplemento del lado que se le opone en 
él triángulo KñC. Pues siendo Apolo del ar- 
co EF , distará el punto E de A 90® (579): 
y siendo C polo de DE y estará también á 
90^* de C : del mismo modo se probará que 
D es polo de BC , y F de AB. , 

En cuyo supuesto , alargando AB y AC 
hasta H y G en que encuentran á EF ; por 
ser F polo de ABH , será también FHf=90**í 
luego EGh-FH ó EG-hFG-h GHrr: 180°: y 
siendo GH medida del ángulo A ($81); ten- 
dremos EF-4-A=i8o^ , ó EF suplemento del 
ángcilo A. Igualmente se prueba que DE es 
suplemento de C , y DF de B, 

Finalmente ^ si se alarga AB hasta K, 
serán los dos arcos AH ,BK de 90^ cadauno^ 
por ser A y B polos de EF y DF : luego 
AHh- BK ó AHh-AB-kAK ó HK-4~ABr=: 
1 80** y y como HK es medida del ángulo F 
{ 581) por ser F polo de HK ; será F— ♦— 
AB:3:i8o* y ó F suplemento de AB: del rtiis- 
mo modo^se demuestra que£ es suplemento 
4eAC, y D de BC. Del triángulo DEF, que 
se llama suplementario , se hace mucho u$a 
en ía trigonometría esférica. 

584 Pueb'to que los Ires ángul#s A,B?C 
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han de snmar coa los tres lados EF,DF,El3 
tres veces i8o° ó 540° ; será siempre la su^ 
ma de los tres ángulos de qualquier triángu-"^ 
lo esféribo ABC menor que 540^ : será tam-» 
bien mayor que i 80°; pues la ¿iniá de los 
tres lados EF,DF5DE sus suplementos ha de 
ser menor que 360^(581). 

De aquí es que un triángulo esférico pué-* 
dé tener sus tres ángulos rectos , y aun ob-^ 
tusos ; y no siendo determinada la suma de 
los tres j no sé podrá inferir el valor de uno, 
aunque se conozcan los otros dos cómo suce- 
de eri los rectilineos. En lo sucesivo llam'aré- 
xnos hipotenusa al lado opuesto al ^ngulo rec- 
to que por entónnces se considere,^ ya los , 
otros dos ángulos , obUcúoí. / ' 

585 Del mismo modo que en los trian-» 
gulos rectillírieós , se deniuestra xjue los.esf(í- 
ricos son iguales en los tres casos menciona- 
dos (89 3^ sig,)\ pero éstos son tambieil igua-» 
les quarído los tres ángulos del ünó son igua- 
les á los tres del otro. Lo que se demuestra 
pói* medió de los triángulos suplementarios; 
pues siendo iguales los ángulos j lo serán sus> 
suplementos y de consiguiente los lados* 

586 En un triángulo esférico isósceles 
ABD (fig* 212) son iguales los ángulos 15,0 
opuestos á los lados iguale é AB , AD : y si 
son iguales los ángulos , lo serán también los 
latio^. Pues tomando AE=AF, y tirandé lo* 
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áreos ÉD , BF de círculo máximo ; serán 
iguales los triángulos ÁED ^ ABF que tie- 
nen el aqgulo A jcortiun comprendido entre 
ios lados ¡¿ualé§ AB y AF j ÁD, AE : luego 
teDzziBF , y los triángulos BED, BDF que 
tientó BD cornun^ BF±=:Er) y EB=FD, se- 
rán, iguales : y de consiguiente el áhgul.o 
ÁBDz— ADB. Al contrarió, si son iguales 
los ángulos B y C (fig. lii) lo serán tam- 
bién sUs suplementos DF, DE (583) ésto es, 
será isósceles él triángulo DEF : luego sus 
ángulos E y F serán iguales . y de consigui- 
ente sus suplementos W lados AB , AC. 

^87 En todo triángulo esférico ABC(fig¿ 
áií) ei mayor lado ésta opuesto cíl mayor 
ángulo^ y al contrario. Porque cprtando en el 
ángulo B el ápgulo ABDtA ^ será BD=rAD 
(586) : y pues que BD-^-DC es mayor que 
Be ; será también AD-+-DC ó AC opuesto 
a B mayor que BC. Lat segunda parte se de- 
muestra fácilmente coii el triángulo comple- 
mentario DEF (fig. 210). 
' ,588 Los ángulos oblicuos de un triángulo 
esférico son de la misma especie qne sus lados 
opuestos , es decir y agudos , .obtusos o rectos. 
Sea el triángulo BFG (fig. 210) rectángula en 

■- G, cuyos lados alargados hasta A serán de 1 80^ 
caáauno; es claro qué si BG fuere aguáo^ 

. G A será obtuso^ y por consrguiented áiigu- 
ío BFG agudo tendrá agudo su lado bpucsta 



^ 



\ 
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^G: al obtuso AFC se opondrá el lado AG m^-* 
yor que 90° en p\ triángulo AFG, y al recto 
BDE se opone l^E de 90° en el triángulo 
BED que suponemos rectángulo en E. 

589 Si los lados de un triángulo esférico 
rectángulo fuesen de una misma especie , esto 

• es , ambos agudos o ambos obtusos , la hipo^ 
tenusa será siempre aguda : y si fueren de dis^ 
tinta especie , la hipotenusa pasará de 90^. 
Pues si en el triángulo BFG rectángulo én Gy 
y cuyos lados BG,FG son agudos , se tonxa 
BD de 90° j será también BE de 90** por ser 
B el polo del arco £0 ; luego BP no llega 
á9o°. - 

Si en el triángulo AFG cuyos bdos AF 
AG pasan de 90*^ , llega á ser recto el ángu- 
lo A; debe ser también aguda la bipoteausa 
tG ; porque sí AP, AG pasan de 90** , no 
llegarán á 90**, sus suplementos BF,BG : y 
én el triángulo BGF también rectángulo ea 
B, será la hipotenusa FG menor que 90*. 
Últimamente , si los lados fueren de diferen- 
te especie como en el triángulo AFG rectán- 
gulo en G , cuyo lado AG pasa de 90^ y GF 
no llega > la hipotenusa AF pasa de 90% pues 
entonces su suplemento BF debe ser menor 
qU(e 90*" como se ha probado ya. 

590 Siendo los ángulos oblicuos de la 
" misma especie que los lados opuestos*(588), 

tendremos i9 que si los ángulos oblicuos fue^ 
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S9n de un^ misma especie, será la hipotenji- 
sa menor qác 90®, y seráojayorsi dicho^s án- 
gulos fufsen de diferente especie. 2*? Si la hi- 
potenusa fuere aguda, los ángulos y los la** 
dos serán de una misma especia j y de dife- 
rente si la hipotenusa pasa de 90? 3? Si la 
h'poteuusa y uno de los lados fueren de la 
misma especie, el otro lado y su ángulo 
opuesto serán agudos : y obtusos, si la hipo- 
tenusa y el lado fueren de diferente especie. 
Todo lo qual se verifica en los dos tijiángu- 
losBFG,AFa X ' 

.591 Finalmente , como dichos triángu-n 
los tienen el lado FG común , un ángulo rec- 
to en G j» el ángulo A igual á B , y las deipas 
partes son diferentes ; no se podrá resolver 
un triángulo esférico i^ectángulo dados un án- ' 
guio y su lado opuesto ,, si no se sabe ade- 
mas , si las otras partes pasan ó no de 90^^ - 

. Resolución de los triángulos esféricos. 

•592 Formen al triángulo ABD(fig. 213) 
rectángujo en A , lo$ arcos P!AF,DBF, AÍK 
de círculo máximo ^ y tirados los radios BC, 
PC AC al centro C de la esfera , bagcse des-? 
deB al plano BAC la perpendicular BI, que 
lo será también á AC ( 173 ) ; trazando dés~. 
pues por. BI un plano BíG á quien sea pur-r 
pendicular el radio DC; se tendrá una pirví-- 

Y 
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mide BICG formada de ios triángulos rectá&r» 
gulos BiG, BCÍ, BCG,GIC cuyos tres áng^w 
los ICG , ICB , BCG tienen respectiyamente 
por medida los tres arcos AD, AB, BDdel 
triángulo esférico ABD ; y sus tres ángulos 
D.AyB son iguales álps rectilíneos IGB^ GIB, 
IbG. 

593 Esto supuesto , en qualquier trián- 
gulo esfvírico. ABD rectángulo en A , se ve- 
rifica 1 9 Que el seno del ángulo recto ó el ra- 
dio es al seno de la hipotenusa j como el sena 
de uno de los otros ángulos es al seno de su 
lado. opuesto ; esto es, r : sen BD:.5en Disen 
AB. Pues en el triángulo rectángulo BIG se 
tiene (281) r:BS:: sen G:BI : y como toman- 
do BC por radio en los triángulos CGB, 
CIB^BG, BI son senos de los ángulos BCG. 
liZl ó de la hipotenusa BD y del lado AB; 
será r:BG ó sen BiDiisen BGI ó senD: sett 

AB. ^ . 

594 De donde se infiere que en qualquier 
triái}gulo esférico ABD ( fig. 214. y 215) los 
senos de los ángulos son entre si como los se- 
nos de los lados opuestos : pues bajando des- 
de qualquiera de sus ángulos A el arco AC 
perpendicular á la base BD , alargada si e$ 
menester; se tendrá en los triángulos recta n- 
gufos BAC, ADC (593) rti^w AB::íe» Bisen 

AC, y r: sen AD:: sent>: sen AC ; de donde 
se saca s^n ABxsenBnzsen ADx sen D: luego. 
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sen B : sen DC:: sen AD: sen AB. 

595 i9 Que el radio ts al coserío de un 
ángulo cómala tangente de la hipotenusa es á 
la tangente del lado adyacente á dicho ángulo: 
ór: eos D:: tang TiDitangAi} (fig.213). Por^ ' 
que en el triángulo GBI, r: eos BGI::.GB:GI 
(282) : y siendo en los tr¡'«\ngulos rectángu- 
los CGB^ GCI, tomando á CG por radio , las 
GB , GI tangentes de los ángulos GCB^ GCI 
ó de la hipotenusa BD y del lado^ AD ; será 
ricos BGI ó eos X):: tang GGB ó tang BD: 
tmgQCT ótmg AD. 

596 De consiguiente , en los dos triátf- 
^ulos esféricos ABC , AGD rectángulos en C 
(fig 2 14)^11 5), que tienen un ladoAC cdmurl, 
las tangentes de las hipotenusas AB , AD es^ 
tan en rUzon inversa de los cosenos de los árí-^ 
gulos BAC^ CAD adyacentes al lado común 
AC. Pues de r: eos BAC:: tangABx tang AC, 
y r: cosDACr.tafig AD: tang AC se saca coi^ 
BACxtang AB=:rxtangACz=:cos DACx tang 
AD : luego tang AB: tang AD:: eos DAC: eos 
BAC. 

597 á^ Q^ ^^ radio es al seno de un 
lado como la tangente de un ángulo adyacente 
es á la tangente del otra lado : es decir ( fig. 
213) r: sen AD:: tang D: tang AB. Pues sa- 
cándose del triángulo BGI ( 182 ) r ; tang 
BGI:JG:IB,,y siendo en los triángulas rec*- 
tángulos CBI , CGI ^ en la suposición de ser 
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Cí el radio, la IG ,.seno del ángulo ICG ó 
del lado AD, y BI tangente del ángulo ICB 
ó del lado AB su opuesto } se tendrá r: IG <> 
sen Á D ;: tang BGI ó tang D : tang ICB ó 
tang AB. 

598 Luego enAos triángulos ACD ( fig. 
21^ y 215 ) los senos de los lados BC,CD no 
comunes serán reciprocamente como las tan- 
gentes de los ángulos B,D: pues de risen BC:: 
tang IBitang AC , y r: sen CDvitan D : tang 
AC se saca se¡n BCxtang '&:=zTXtang AC=:jen 
CH^tang D , y de consiguieute sen BC ; sen 
CD ;: tang D í tang B. 

599 Dividaiise ahora por medio en H, 
L (fig. 213;) los semicírculos DAF, DBF, y 
trazando por ellos el arco LHP de círculo 
máximo que corte á ABE en un punto qüai- 
quiera P; serán rectos los ángulos en Ly H: 
y de consiguiente PA, PL serán quadrantes 
(588), P será el polo de.AL, DdeDL(579) 
y LH medirá al ángulo D y 'AL al ángulo 
-P. Luego las seis partea" que componen el 
triángulo BfíP rectángulo eri H , ó son igua- 
les ó son complemento de las del triángulo 
ABD: pues ademas del ángulo recto A=:H, 
y ABD^HBP (581) ; el arco HP es com- 
plemento , y LH medida del ángulo D: el 
lado AB lo es de la hipotenusa BP, el lado AD 
del arco AL medida del ángulo P, y el lado 
HB lo es de la hipotenusa BD. 
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600 Tendrase pues 4? que en qualquier 
triángulo ABD , rectángulo en A, el radio es 
al coseno de uno de los lados ; como el coseno 
del otro es al coseno de la hipotenusa: 6 r : eos 
ABhcosADicosBD. Porqué siendo en el trián- 
gulo BFÍP reetánguló en H , risen BViisen P: 
sen I;H (593); será también^ poniendo coi 
AB en lugar de sen PB, y eos AD en lugar 
de sen P ó de su medida AL ^ ricos AB:: eos 
AD:cojBD. 

60 1 Serán pues ^ proporcionales en los tri-^ 
ángulos BAC,ACD(fig 2143^ 215) /oí cosenos 
de las hipotenusas AB , AD , como los cosenos 
de los lados BC,^ CD segmentos déla base.lLó. 
qual se infiere de ricos AC:: eos BC: eos AB^ 
y ricos ACiicos CDicos AD: de donde sé saca 
eos BC : cojAB::coí CD : eos AD, ó eos ABicos 
ADiicos BC:coi QD. 

602 Esta ultima: prdporciori se convierte 
en eos AB-f-coj ^Dieos AB — eos AD::cojBC+ 
fos CD: eos BC — eos CD ; y sustituyendo en 
ella los valores de sus términos sacados (277)^ 
se tendrá cotang^Ah—^AD) i tang^Ah — 
AD) :: cotang i(BC-^ CD) : tang^(RC— CD): 
y estando las tangentes en razón inversa dé 
las cotangentes , será finalmente , tang l(BC 
-H-CD): fa«^ Í(AB-+-AD) :: tangÜAt^ 
-^ AD ) : tang f (BC — .CD) : es decir , que 
en qualquier triángulo esférico ABD, sise baja 
un arco AC perpendicular. sibre la base^ alarga" 
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da si es menester , será la tangente de la mitad 
de la base , á la tangente de la mitad de la suma 
de los otros dos lados AB, ¿\ D ; eomo la tangen- 
te de la mitad de su diferencia d la tangente 
de la mitad de la diferencia de los segmentos 
BC^CD) ó á la taHgente de la mitad de su su- 
ma , si el arco perpendicular cae fuera-. 

603 En dicho triángulo ABD (fig; 215) 
el radio es al seno de un ángulo j como d coseno 
del lado adyacente es al coseno del otro ángu-^ 
lo: ó r : sen B :: eos AB : eos D. Porque eii 
el triángulo BHP (592) r: Sen TBKziser^ PB; 
sen FH : póngase por seno PBH su igual: 
ABD , por seno PB , coseno AB, y por seoo 
PH , cosíeno LH:zicoí I^ ; y resultará la pro^ 
porción, referida. 

604 De ella se infiere gué en los triátf^ 
gulos BAC9CAD (fig. 214 jy 215) los cosenos 
de los ángulos B> D opuestos al lado común 
AC ^ son como los senos de las ángulos adya- 
tentes BAQD AG : pues de r: sen BAC :: eos 
AC : eos B y r: sen GAD:: eos AC : eos D^ se 
taca sen BAG : eos B::r: eos ÁC:: sen CACicos 
B: y de consiguiente eos B: eos D::sen BAC: 
sen CAD. 

60 5 6? Tambieit se verifica en el triángulo 
BAD (fig. 213) que el radio es al coseno de la 
hipotenusa como la tangente de un ángulo d la 
cotangente* del otro : por sacarse del triángulo 
BPH (597) r: senBHá eos TiDutang B: tang 
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PH=cofan¿ LVi^=xotang D; luego rrcoxBD;: 
tang 5 : cotang D , que viene á ser lo mismq 
que r: cot B;: coi D: eos BD. 

606 Por lo demostrado ( 595 ) se tiene 
(fig. 21 s y 214) r: coj BAD:: tang ABitang 
AC::cotang AC: cofflf?^ AB (269) , y de con- 
siguiente r: cotang Adieos BAD: eotang AB: 
por la misma razón r : cotang AD::cojDAC: 
cotang AD: será pues, en el triángulo BAD 
eos BAC : eos DAC:: eotang AB : cotang AD: 
ó los cosenos de los segmentos del vértice pro- 
pórchnales á las cotangentes de los lados AB, 
AD. 

607 De lo dicho (597) se saca risenBC:: 
tang B : tang AC::cofüng AOcotang B (268), 
y r : sen DC*: cotang AC: cotang B: luego en el 
triángulo ABD sen BC-.sen DC :: cotang B: 
eotang D: esto es , los senos de los segmentos 
BC,CD de la base proporcionales á las cotan- 

f gentes de los ángulos B y D adyacentes. ^ 

608 Por medio de las proposiciones es- 
tablecidas se pueden resolver todos los casos . 
en que dadas tres cosa^ de las que compo- 
nen un triángulo esférico , se pida encontrar 
las otras tres : como se puede ver en las do$ 
tablas siguientes , lá una para los triángulos 
rectángulos , y la otra para los oblicuángulos: 
en las que para mayor sencillez en los cálcu« 
los se ha supuesto el r igua( á i. 

FIN. 
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